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一类高速采样不确定系统的鲁棒 H ∞滤波器设计

张　瑞, 姚　郁, 陈松林, 马克茂
(哈尔滨工业大学 控制与仿真中心, 哈尔滨 150001)

摘　要: 研究含有多面体参数摄动D elta算子系统的鲁棒H ∞滤波问题. 基于D elta 算子系统有界实引理,提出了新

的参数依赖型鲁棒H ∞性能准则. 利用该性能准则, 采用线性矩阵不等式技术推导了此类系统全阶鲁棒 H ∞滤波器

存在的充分条件,并通过求解一个凸优化问题来设计滤波器. 与基于二次稳定的滤波方案相比,该方法具有较小的保

守性. 最后以数值示例验证了所提出方法的可行性.
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Abstract: T he p rob lem of robust H ∞ filtering fo r D elta operato r fo rm ulated system s w ith uncerta in param eters

residing in a po lytope is invest igated. Based on the bounded real lemm a, new robust H ∞ perfo rm ance criterion by

m eans of param eter2dependen t L yapunov function is p resen ted. A cco rding to the new perfo rm ance criterion, a

sufficien t condit ion fo r the fu ll2o rder robust H ∞ filter is derived in term s of linear m atrix inequalit ies. T he designed

filter can be ob tained from the so lu tion of a convex op tim ization p rob lem. T he p ropo sed filter design p rocedure is

less conservative than the stra tegy based on the quadratic stab ility no tion. A num erical examp le is given to show the

feasib ility of the p ropo sed app roach.

Key words: H ∞ filtering; L inear m atrix inequality; Bounded real lemm a

1　引　　言
　　卡尔曼滤波理论在线性估计中受到广泛的关

注. 然而该方法对于数学模型和噪声输入的要求非

常严格,在实际问题中经常出现滤波发散. 为此,国

内外学者针对这一问题进行了大量研究,使得鲁棒

滤波理论得到深入的发展. 鲁棒 H ∞ 滤波[1～ 3 ]是综

合考虑存在模型不确定性和非高斯噪声输入情况下

的滤波算法,其滤波器设计的主要依据是使滤波误

差系统传递函数的H ∞范数小于给定值.

D elta 算子或变换作为一种新的离散化方法[4 ] ,

在控制和信号处理领域获得了许多成果[5 ]. D elta 算

子系统滤波所取得的主要成果中,对不确定参数的

描述采用最多的是范数有界不确定性[6～ 8 ], 但用多

面体描述不确定性是一种更为自然的方式[9 ]. 在研

究具有参数不确定性系统时,广泛应用了二次稳定

的概念,即对于所有允许的不确定参数,求解一个固

定L yapunov 函数. 但在这种严格的条件下导出的

结果会有较大的保守性,为此许多学者致力于寻找

保守性更弱的条件. O liveira 等[10 ]针对一类含有多

面体参数摄动离散系统,提出一种基于参数依赖型

L yapunov矩阵的鲁棒稳定分析和控制综合的方法.

该方法通过引进新变量, 将耦合的系统矩阵和

L yapunov 矩阵分离,使得L yapunov 函数与系统不

确定性相关联,从而得到保守性更弱的结果. 然而到



目前为止, 利用O liveira 等人的思想, 解决含多面

体不确定性D elta 算子系统鲁棒H ∞ 滤波问题的研

究成果还不多见.

本文针对含有多面体不确定性的D elta 算子描

述的系统,讨论了鲁棒H ∞滤波问题. 设计方法是基

于O liveira 等人的参数依赖型L yapunov 函数的思

想,在D elta 算子有界实引理的基础上推导新的参

数依赖型H ∞ 性能准则,利用该准则推导此类不确

定系统的全阶鲁棒H ∞ 滤波器存在的充分条件,并

将滤波器的设计转化为一个凸优化求解问题. 最后

通过数值示例验证了该滤波器设计方法的可行性.

2　问题描述
　　考虑如下D elta 算子描述的线性系统:

∆x (k ) = A x (k ) + B Ξ(k ) ,

y (k ) = Cx (k ) + D Ξ(k ) ,

z (k ) = L x (k ).

(1)

式中: x (k ) ∈ R n 为状态变量, Ξ(k ) ∈ R q 为噪声输

入, y (k ) ∈ Rm 为测量输出, z (k ) ∈ R p 为待估计信

号; A ,B , C ,D ,L 为不确定性矩阵,属于多面体集合

M Χ (A ,B , C ,D ,L ) ∈R, (2)

式中

R Χ {M ûM = ∑
N

i= 1
ΣiM i, Σi≥ 0,∑

N

i= 1
Σi = 1},

M i Χ (A i,B i, C i,D i,L i) 称为顶点矩阵.

构造如下形式的全阶滤波器:

∆x f (k ) = A f x f (k ) + B f y (k ) ,

z f (k ) = C f x f (k ) ,
(3)

则滤波误差系统状态方程为

∆xθ (k ) = Aϖxθ (k ) + BϖΞ(k ) ,

zλ(k ) = Cθxθ (k ).
(4)

式中

Aϖ =
A 0

B f C A f

,Bϖ =
B

B fD
,

Cθ = [L 　 - C f ],

xθ (k ) =
x (k )

x f (k )
, zλ(k ) = z (k ) - z f (k ).

(5)

则噪声信号 Ξ(k ) 到估计误差 zλ(k ) 的 Χ传递函数为

T (Χ) = Cθ (ΧI - Aϖ) - 1Bϖ. (6)

　　定义1　式 (6) 中传递函数T (Χ) 的H ∞范数定

义为

‖T (Χ)‖∞ = sup
0≠Ξ∈l2

‖zλ‖l2

‖Ξ‖l2

. (7)

式中

‖zλ‖l2 = T∑
∞

k= 0
zλT (k ) zλ(k )

1ö2
,

‖Ξ‖l2 = T∑
∞

k= 0
ΞT (k ) Ξ(k )

1ö2
.

　　本文要研究的问题是对于系统 (1) , 设计形如

式 (3) 的滤波器, 使滤波误差系统 (4) 稳定, 并使噪

声信号 Ξ(k ) 到估计误差 zλ(k ) 的 Χ传递函数满足
‖T (Χ)‖∞ < Α, Α> 0.

3　主要结果
3. 1　鲁棒H ∞性能准则

引理 1 (D elta 算子有界实引理) [11 ]　考虑系统

(1) ,设M ∈R为确定性矩阵,则滤波误差系统 (4)

稳定且‖T (Χ)‖∞ < Α(Α> 0) ,其充要条件为存在

矩阵 0 < P = P T ∈R 2n×2n ,满足

(TAϖ + I ) TPBϖ (Α2 I - TBϖTPBϖ) - 1BϖT P (TAϖ +

I ) + AϖTP + PAϖ + TAϖT PAϖ + CθTCθ < 0, (8)

Α2 I - TBϖT PBϖ > 0, (9)

式中 T 为采样周期.

基于引理 1,易得如下H ∞ 滤波的充要条件:

定理 1　考虑系统 (1) ,设M ∈R为确定性矩
阵,则滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (Χ)‖∞ < Α(Α>

0) ,其充要条件为存在矩阵 0 < S = S T ∈R 2n×2n ,满

足

- S T S CθT S (TAϖ + I ) T 0

T CθS - I 0 0

(TAϖ + I )S 0 - S T Bϖ

0 0 T BϖT - Α2 I

< 0.

(10)

　　证明　取S = P - 1,由 Schu r补引理得式 (10)

等价于

(TAϖ + I ) T (P - 1 - Α- 2TBϖBϖT ) - 1 (TAϖ +

I ) - P + T CθTCθ < 0 (11)

和式 (9). 由矩阵求逆公式

(X - 1 + Y Z ) - 1 = X - X Y ( I + ZX Y ) - 1ZX ,

则式 (11) 可写为式 (8) ,定理得证. □

由多面体不确定系统的内在特性, 易得不确定

系统鲁棒H ∞性能准则.

推论 1　考虑系统 (1) ,设M ∈R为不确定系
统矩阵, 则滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (Χ)‖∞ <

Α(Α> 0) , 其充分条件为存在矩阵 0 < S = S T ∈

R 2n×2n ,满足

- S T S CθT
i S (TAϖi + I ) T 0

T Cθ iS - I 0 0

(TAϖi + I )S 0 - S T Bϖi

0 0 T BϖT
i - Α2 I

< 0.

i = 1, 2,⋯,N . (12)
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式中 (Aϖi,Bϖi, Cθ i) 为系统 (4) 的顶点矩阵, 可由系统

(1) 的顶点矩阵和滤波器矩阵求出.

推论 1为基于二次稳定概念的含多面体不确定

性D elta算子系统的鲁棒H ∞性能准则,即要求对于

系统的所有不确定参数, 存在统一的正定对称矩阵

S 满足上述条件.

定理 2　考虑系统 (1) ,设M ∈R为确定性矩
阵,则滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (Χ)‖∞ < Α(Α>

0) ,其充要条件为存在矩阵 0 < S = S T ∈R 2n×2n , G

∈R 2n×2n ,满足

S - GT - G T GTCθT GT (TAϖ + I ) T 0

T CθG - I 0 0

(TAϖ + I )G 0 - S T Bϖ

0 0 T BϖT - Α2 I

< 0.

(13)

　　 证明　若证明定理成立, 只需证明式 (10) 与

式 (13) 等价即可.

将式 (10) 进一步写为

S - S - S T S CθT S (TAϖ + I ) T 0

T CθS - I 0 0

(TAϖ + I )S 0 - S T Bϖ

0 0 T BϖT - Α2I

< 0,

选择G = G T = S ,代入上式可得式 (13) ,说明由式

(10) 可推出式 (13).

另一方面,若式 (13) 成立,则有 S - G T - G <

0. 考虑到 S > 0,可知G 可逆. 定义矩阵 T 1 = (G -

S ) TS - 1 (G - S ) ,则有 T 1≥ 0, G TS - 1G - G T - G +

S ≥ 0, 进而可得 - GTS - 1G ≤ S - G T - G. 由式

(13) 可推出

- GTS - 1G T GTCθT GT (TAϖ + I ) T 0

T CθG - I 0 0

(TAϖ + I )G 0 - S T Bϖ

0 0 T BϖT - Α2 I

< 0.

　　使用 T 2 = diag{G - 1S , I , I , I }对上式进行全等

变换,可得式 (10) ,说明由式 (13) 可推出式 (10). 定

理得证. □

将其推广, 可得另一多面体不确定系统的鲁棒

H ∞性能准则.

推论 2　考虑系统 (1) ,设M ∈R为不确定系
统矩阵, 则滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (Χ)‖∞ <

Α(Α> 0) ,其充分条件为存在矩阵G∈R 2n×2n , 0 < S i

= S T
i ∈R 2n×2n ,满足

S i - GT - G T GTCθT
i GT (TAϖi + I ) T 0

T Cθ iG - I 0 0

(TAϖi + I )G 0 - S i T Bϖi

0 0 T BϖT
i - Α2 I

< 0,

i = 1, 2,⋯,N . (14)

　　对于确定性系统而言,引理 1与定理 2等价,二

者的区别在于定理 2 通过引入一个新矩阵变量 G,

消除了引理 1中系统矩阵与L yapunov 矩阵之间的

耦合,因而将其应用于多面体不确定系统时,可以得

到与系统不确定性相关联的L yapunov函数 (见推论

2). 即将多面体中任意一点表示为 M{ (Σ) =

∑
N

i= 1
Σi (Aϖi,Bϖi, Cθ i). 其中 Σ= (Σ1, Σ2,⋯, ΣN ) 是一N 维

向量,随多面体中点的不同而变化.

不难证明,若式 (14) 成立,则M{ (Σ) 点处对应的

正定矩阵为 S (Σ) = ∑
N

i= 1

ΣiS i, 说明整个多面体中

L yapunov矩阵随 Σ的不同而变化,即随M{ (Σ) 变化

而变化. 而二次稳定方法为所有顶点共用一个固定

L yapunov矩阵 (见推论 1) ,因而推论 2基于参数依

赖型的鲁棒H ∞ 性能准则具有较低的保守性. 类似

处理方法参见文献[ 10, 12 ].

3. 2　鲁棒H ∞滤波器设计

定理 3　考虑系统 (1) ,设M ∈R为确定性矩
阵,则滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (Χ)‖∞ < Α(Α>

0) ,形如式 (3) 的H ∞ 滤波器存在的充要条件为: 存

在矩阵 0 < Sθ11 = SθT
11∈R n×n , Sθ12 = ∈R n×n , 0 < Sθ22

= SθT
22 ∈R n×n , R ∈R n×n , F ∈R n×n ,U ∈R n×n ,Aϖf ∈

R n×n ,Bϖf ∈R n×m , Cθ f ∈R p×n ,满足

Sθ11 - R T - R Sθ12 - F - R T - U T L T

3 Sθ22 - F T - F T L T - T CθT
f

3 3 - I

3 3 3

3 3 3

3 3 3

→

←

TA TR + T CTBϖT
f + R TA TF + F 0

TA TR + TAϖT
f +

T C TBϖT
f + R + U T

TA TF + F 0

0 0 0

- Sθ11 - Sθ12 T R TB + T Bϖf D

3 - Sθ22 T F TB

3 3 - Α2 I

< 0,

(15)

式中 3 号为对应块的转置矩阵. 所设计的滤波器

(3) 的参数矩阵可由下式构造:

A f = U - 1Aϖf , B f = U - 1Bϖf , C f = Cθ f. (16)

147第 7 期 张 瑞等: 一类高速采样不确定系统的鲁棒H ∞滤波器设计



　　 证明　必要性: 设系统 (1) 存在稳定滤波器

(3) ,且保证滤波误差系统‖T (Χ)‖∞ < Α. 由定理 2

可知,存在矩阵 0 < S = S T∈R 2n×2n和G∈R 2n×2n满

足式 (13) 1由式 (13) 知G 可逆. 把G , G - 1 和 S 表示

为分块矩阵形式,有

G Χ
G 11 G 12

G 21 G 22

, G - 1 Χ
Z 11 Z 12

Z 21 Z 22

,

S Χ
S 11 S 12

S T
12 S 22

. (17)

不失一般性,假设G 21 和 Z 21 可逆[12 ]. 引入矩阵

J G Χ
I G 11

0 G 21

, J Z Χ
Z 11 I

Z 21 0
, (18)

则 J G和J Z可逆,且有GJ Z = J G. 用J 1 = diag{J Z , I ,

J Z , I }对式 (13) 进行全等变换,可得

S
⌒

11 - Z T
11 - Z 11

S
⌒

12 - Z T
11G 11 -

Z T
21G 21 - I

T L T

3 S
⌒

22 - GT
11 - G11 T GT

11L T - T GT
21C T

f

3 3 - I

3 3 3

3 3 3

3 3 3

→

←

8 1 TA T + I 0

8 2 T GT
11A T + GT

11 0

0 0 0

- S
⌒

11 - S
⌒

12 T Z T
11B + T Z T

21B f D

3 - S
⌒

22 T B

3 3 - Α2I

< 0.

(19)

式中

　　　8 1 Χ TA TZ 11 + T C TB T
f Z 21 + Z 11,

　　　8 2 Χ T G T
11A

TZ 11 + T G T
21A

T
f Z 21 +

T G T
11C

TB T
f Z 21 + G T

11Z 11 + G T
21Z 21.

定义

S
⌒

Χ
S
⌒

11 S
⌒

12

S
⌒

T
12 S
⌒

22

= J T
ZS J Z. (20)

由式 (19) 知G 11可逆. 用J 2 = diag{I , G - 1
11 , I , I , G - 1

11 ,

I }对式 (19) 进行全等变换,可得

Sθ11 - Z T
11 - Z 11

Sθ12 - Z T
11 -

Z T
21G21G - 1

11 - G - 1
11

T L T

3 Sθ22 - G - T
11 - G - 1

11

T L T -

T G - T
11 GT

21C T
f

3 3 - I

3 3 3

3 3 3

3 3 3

→

←

5 1 TA TG - 1
11 + G - 1

11 0

5 2 TA TG - 1
11 + G - 1

11 0

0 0 0

- Sθ11 - Sθ12 T Z T
11B + T Z T

21B f D

3 - Sθ22 T G - T
11 B

3 3 - Α2I

< 0.

(21)

其中

　　　5 1 Χ TA T Z 11 + T C TB T
f Z 21 + Z 11,

　　　5 2 Χ T !T Z 11 + T G - T
11 GT

21A
T
f Z 21 +

T C TB T
f Z 21 + Z 11 + G - T

11 G T
21Z 21.

定义

Sθ Χ
Sθ11 Sθ12

SθT
12 Sθ22

=

I 0

0 G - T
11

S
⌒

11 S
⌒

12

S
⌒

T
12 S
⌒

22

I 0

0 G - 1
11

=

Z T
11 Z T

21

G - T
11 0

S 11 S 12

S T
12 S 22

Z 11 G - 1
11

Z 21 0
. (22)

　　定义如下矩阵变量:

Aϖf Χ Z T
21A f G 21F , Bϖf Χ Z T

21B f , Cθ f Χ C f G 21F ,

R Χ Z 11, F Χ G - 1
11 , U Χ Z T

21G 21F.

(23)

将定义的变量带入式 (21) , 则得式 (15). 必要性得

证.

充分性: 假设存在矩阵变量 Sθ11, Sθ12, Sθ22, R , F ,

U , Aϖf ,Bϖf , Cθ f 满足式 (15). 由文献[ 12 ]可知U F - 1非

奇异,进而U F - 1 = Z T
21G 21可保证分解出非奇异方阵

Z 21 和G 21. 因此,可唯一构造出滤波器矩阵

A f Χ Z - T
21 Aϖf F - 1G - 1

21 ,

B f Χ Z - T
21 Bϖf , C f Χ Cθ f F - 1G - 1

21 .
(24)

　　 另外, 适当选择矩阵变量, 可将满足式 (15) 的

矩阵变量表示为式 (22) 和 (23). 定义可逆矩阵J G和

J Z 如式 (18). 将式 (22) 和 (23) 定义的矩阵变量代入

式 (15) 可得式 (21). 经适当矩阵变换, 式 (21) 等价

于

　

J T
ZS J Z -

J T
ZJ G - J T

GJ Z

T J T
GCθT

J T
G (TAϖ +

I ) TJ Z

0

T CθJ G - I 0 0

J T
Z (TAϖ + I )J G 0 - J T

ZS J Z T J T
ZBϖ

0 0 T BϖTJ Z - Α2I

< 0.

(25)

　　用 J - 1
1 对式 (25) 进行全等变换可得式 (13) ,由

定理 2可知滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (Χ)‖∞ <

Α. 充分性得证.
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从上述充分性证明中可知,由式 (24) 可求出满

足要求的滤波器参数矩阵. 然而构造滤波器参数矩

阵所需的 Z 21 和 G 21, 并未包含在线性矩阵不等式

(15) 中. 为此, 滤波器 (3) 由测量输出 y (k ) 到估计

信号 z f (k ) 的 Χ传递函数为 T z f y (Χ) = C f (ΧI -

A f ) - 1B f. 将式 (24) 代入,并考虑U = Z T
21G 21F 可得

　　T z f y (Χ) =

　　Cθ f F - 1G - 1
21 (ΧI - Z - T

21 Aϖf F - 1G - 1
21 ) - 1Z - T

21 Bϖf =

　　Cθ f (ΧI - U - 1Aϖf ) - 1U - 1Bϖf.

由此可知, 满足要求的滤波器 (3) 的参数矩阵可由

式 (16) 构造. 定理得证. □

将定理 2推广,可得D elta算子描述不确定系统

鲁棒H ∞滤波器存在的充分条件.

推论 3　考虑系统 (1) ,设M ∈R为不确定系
统矩阵, 则滤波误差系统 (4) 稳定且‖T (Χ)‖∞ <

Α(Α> 0) ,形如式 (3) 的H ∞滤波器存在的充分条件

为: 存在矩阵 0 < Sθ11i = SθT
11i∈R n×n , Sθ12i∈R n×n , 0 <

Sθ22i = SθT
22i∈R n×n , R ∈R n×n , F ∈R n×n ,U ∈R n×n ,Aϖf

∈R n×n ,Bϖf ∈R n×m , Cθ f ∈R p×n ,满足

Sθ11i - R T - R Sθ12i - F - R T - U T L T
i

3 Sθ22i - F T - F T L T
i - T CθT

f

3 3 - I

3 3 3

3 3 3

3 3 3

→

←

TA T
i R + T C T

i B
ϖT

f + R TA T
i F + F 0

TA T
i R + TAϖT

f +

T C T
i BϖT

f + R + U T
TA T

i F + F 0

0 0 0

- Sθ11i - Sθ12i

T R TB i +

T Bϖf D i

3 - Sθ22i T F TB i

3 3 - Α2I

< 0,

i = 1, 2,⋯,N . (26)

且所设计的滤波器 (3) 的参数矩阵可由式 (16) 构

造.

推论 3将系统 (1) 的鲁棒H ∞ 滤波器存在的充

分条件, 转化为一个线性矩阵不等式组的可解性问

题. 式 (26) 不仅是关于矩阵变量, 也是关于标量 Α2

的线性矩阵不等式组. 因此, 可将 Α2 作为一个优化

变量来得到最优扰动衰减水平, 即可通过求解如下

凸优化问题:

m in
Sθ11i, Sθ12i, Sθ22i, R , F ,U ,Aϖf ,Bϖf , Cθf , Θ

Θ,

s. t. (26) , Θ= Α2. (27)

以设计系统 (1) 的最优全阶鲁棒H ∞滤波器. 最优扰

动衰减水平为Α3 = Θ3 , Θ3 为Θ的最优值,且满足

要求的滤波器 (3) 的参数矩阵可由式 (16) 构造.

4　数值示例
　　考虑采样周期 T = 0. 001 s的二阶线性D elta

算子不确定系统

　∆x (k ) =

　
- 0. 000 5 - 0. 999 7 + 0. 3Ρ

0. 999 7 - 0. 500 4
x (k ) +

　
- 2. 000 5 0

0. 998 8 0
Ξ(k ) ,

　y (k ) = [ - 99. 950 0　100. 025 0 ]x (k ) +

[ 0. 150 0　1. 000 0 ]Ξ(k ) ,

　z (k ) = [ 1. 000 0　0 ]x (k ) ,

其中 Ρ为不确定参数,且满足 - 1≤ Ρ≤ 11
通过求解式 (27) 的凸优化问题,设计该系统的

鲁棒H ∞滤波器,可得最优Α值为 2. 712 3及相应的

滤波器参数矩阵

A f = 105 ×
1. 426 5 - 1. 427 5

1. 435 9 - 1. 436 9
,

B f = 103 ×
1. 427 0

1. 436 4
,

C f = [ 1. 000 0× 100　 - 2. 310 9× 10- 8 ].

　　进一步对所得滤波器进行验证. 图 1给出了由

式 (27) 设计的滤波器构成的滤波误差系统,在 Ρ取
不同值时的H ∞ 扰动衰减性能指标. 图中曲线计算

方法为:令 Ρ在区间[ - 1, 1 ] 上取值,采用定理 1或

定理 2逐点计算滤波误差系统的H ∞扰动衰减性能

指标. 由图可见, 式 (27) 设计的滤波器可保证滤波

误差系统的H ∞ 范数小于所设计的指标.

图 1　滤波误差系统的H ∞扰动衰减性能指标

5　结　　语
　　本文在参数依赖型D elta算子系统鲁棒H ∞性

能准则的基础上, 给出了含有多面体参数摄动系统

的全阶鲁棒 H ∞ 滤波器存在的充分条件. 基于

O liveira 等人的参数依赖型L yapunov 函数思想,该

条件具有较低的保守性. 采用D elta 算子描述,所得

结果更适合处理高速采样系统的H ∞ 滤波问题. 数
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值示例说明了本文方法的可行性. 在多目标问题中,

参数依赖型L yapunov 函数方法具有明显的优势.

如何利用参数依赖型L yapunov 函数的思想, 解决

具有极点约束或其他性能指标约束的多目标滤波器

设计问题,是有待于进一步研究的课题.
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