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基于改进混合概率主元分析模型的过程监控

赵忠盖, 刘　飞, 徐保国
(江南大学 自动化研究所, 江苏 无锡 214122)

摘　要: 基于混合概率主元分析 (M PPCA )的监控方法,存在要求各子模型中主元个数相同、监控指标不一致、监控

表格过多等缺陷. 为此对M PPCA 算法进行改进,分两步建立模型:首先求出混合高斯模型 (GMM ) ,然后利用概率主

元分析 (PPCA )建立每个子模型的主元模型. 改进方法中各子模型主元的选取兼顾了主元的解释率及其变化趋势,

并引进基于 PPCA 的监控方法,保证了监控指标的一致性,减少了过程监控图.
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Abstract: M ix tu re p robab ilist ic p rincipal componen t analysis (M PPCA ) model is dealt w ith. To the disadvan tages in

M PPCA 2based m ethods w h ich the M PPCA model needs all the sub2models have the sam e num ber of p rincipal

componen ts, its tw o monito ring indices often can no t consist w ith each o ther, and the monito ring charts are too

m any, an imp roved M PPCA model is p resen ted in tw o step s. F irst ly, a m ix tu re Gaussian model is bu ilt. T hen, by

using p robab ilist ic p rincip le componen t analysis (PPCA ) , the p rincipal componen t model of each sub2model is

developed. Compared w ith M PPCA , the imp roved M PPCA selects the p rincipal componen ts based on no t on ly the

exp lanation of p rocess variab les in differen t sub2models bu t also its trend of changing. By in troducing PPCA , the

consistence of monito ring indices is guaran teed and the num ber of charts used by monito r is reduced.
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1　引　　言
　　基于主元分析 (PCA )或概率主元分析 (PPCA )

的统计过程监控理论认为,系统正常运行时,过程变

量满足正态分布;当过程出现异常时,过程变量不符

合正态分布[1, 2 ]. 在实际的生产中,工业过程存在动

态和非线性,并且许多工业系统往往具有多个稳定

的工作状态或操作状态,因此系统正常运行时,过程

变量一般不满足正态分布. 如果使用传统的统计监

控方法,则会出现严重的误报或漏报.

为克服这一问题,混合 PCA 模型被引入过程监

控[3 ]. 该方法首先将采样数据聚类,每个类中的采样

数据满足高斯分布, 然后对每个类内的数据使用

PCA 进行监控. 这种方法硬性地将每个采样数据划

分到某个模型中,属于“硬性”聚类方法,没有考虑采

样数据的总体分布情况. 混合概率主元分析
(M PPCA )模型采用“软性”聚类方法[4 ]. 它考虑了

数据划分到各个聚类的概率, 在每个聚类内使用

PPCA 模型,通过期望最大化 (EM )算法估计出各子

模型的参数. 基于M PPCA 模型的监控则分别计算

过程变量在每个子模型中的统计指标 SPE 和 T
2



值,如果至少有一个子模型的 SPE 和 T
2 值在控制

限内,则过程处于正常运行状态; 否则,过程可能出

现异常.

M PPCA 模型应用于过程监控, 还存在诸多缺

陷: 1) 它采用 EM 算法一次性估计出 PPCA 模型中

的负荷向量和噪声方差值,故要求各模型中的主元

个数相同[5 ] ,而对于实际数据,因为主元对各子模型

中过程变量的解释率不同,所以各子模型的主元个

数可能不一样; 2) 在一般M PPCA 模型中,监控指

标 SPE 和 T
2 使用的是不同的量度,因此在监控中

会存在不一致的情况[6 ]; 3)当M PPCA 子模型很多

时,该方法表格过多,导致监控任务繁重.

本文对M PPCA 方法进行改进,分两步建立过

程监控模型: 首先建立高斯混合模型 (GMM ) ; 然后

根据 GMM 中每个高斯模型的协方差矩阵, 采用

PPCA 算法估计出每个模型的主元个数,由此建立

M PPCA 模型. 在每个子模型内部,使用基于 PPCA

的监控指标. 本文将M PPCA 模型引入过程监控,

结合实际化工分离过程进行研究.

2　改进的M PPCA 模型
2. 1　一般M PPCA 模型[4 ]

假设满足任意概率密度函数 p (X ûΗ) 的采样数

据为X = (x1, x 2,⋯, xN } ∈ R d×N. 其中 d 为变量个

数,N 为采样数, Η为概率密度函数的参数. 将

p (X ûΗ) 表示为K 个高斯密度函数的加权和,即将X

表示为含 K 个高斯子模型的 GMM ,而在每个高斯

子模型中,采样数据满足生成模型X = W T + Λ +

Ε. 其中W 为负荷向量矩阵, Λ为均值, Ε为噪声,且 Ε
～ N (0, Ω) , T 为主元矩阵, 且 T～ N (0, I ). 每个高

斯子模型可表示成一个 PPCA 模型,有

p (X ûΗ) = ∑
K

i= 1
Βip (X û i). (1)

其中: Βi 为数据由混合模型第 i个聚类产生的概率,

满足∑
K

i= 1

Βi = 1, 0≤Βi≤1; p (X û i) 为用第 i个PPCA

模型表示的概率密度函数,假设其参数为 Ηi,包括均

值向量、噪声方差、负荷向量矩阵、协方差矩阵等. 则

M PPCA 模型参数 Η= {Β1, Β2,⋯, Βk , Η1, Η2,⋯, Ηk }.

X 的 log 概率为

log p (X ûΗ) = log∏
N

n= 1
p (xnûΗ).

采用极大似然算法, 则 Η的最优估计值为 Η =

arg m ax
Η

{log p (X ûΗ) }. 根据Bayes定理,第 i个模型

产生X 的后验分布为

p ( iûX ) = p (xû i) Βi ∑
K

j= 1
p (xû j ) Βj ,

第 n 个采样时刻的后验分布为 R ni = p ( iûxn , Η). 由

期望最大化 (EM ) 算法可得

Βζ i =
1

N ∑
N

n= 1
R ni, (2)

Λ�i = ∑
N

n= 1

R ni (xni - W� i〈Tni〉) ∑
N

n= 1

R ni, (3)

Sζ i =
1

Βζ iN∑
N

n= 1
R ni (xn - Λ�i) (x n - Λ�i) T , (4)

W� i = Sζ iW i (Ρ2
i I + M - 1

i W T
i S iW i) - 1, (5)

Ρζ2
i =

1
d

t r (Sζ i - Sζ iW iM - 1
i W�T

i ). (6)

其中:M - 1
1 = (Ρ2

i I + W T
iW i) - 1,〈Tni〉= M - 1

i W T
i (xn -

Λi) , Λi, Ρ2
i ,W i, S i 分别表示第 i个 PPCA 模型的均值

向量、噪声方差值、负荷向量矩阵和协方差矩阵; 向

量或矩阵上加符号～ 表示新的迭代值.

式 (1)～ (6) 构成了EM 算法. 反复迭代直到收

敛,即可得到每个 PPCA 模型的 Βi, Λi,W i, Ρ2
i , S i.

2. 2　改进的M PPCA 模型

由式 (1)～ (6) 可知,W i ( i = 1, 2,⋯, K ) 维数相

同,即M PPCA 模型中每个子模型主元个数一样. 改

进的M PPCA 模型将建模过程分为两部分: 第一部

分利用 GMM 表示采样数据的概率函数, 并通过

EM 算法估计出参数; 第二部分将 GMM 中每个子

模型的协方差矩阵,由 PPCA 算法分解成负荷向量

的协方差矩阵和噪声矩阵, 而每个子模型的主元个

数则由主元对每个过程变量的解释率来决定.

将概率密度函数 p (X ûΗ) 用 GMM 表示,则第 i

个模型产生X 的后验分布为

p ( iûX ) = G x [Λi, 2 i ]Βi ∑
K

j = 1
G x [Λj , 2 j ]Βj. (7)

其中G x [Λi, 2 i ]表示均值为Λi,方差矩阵为2 i的X的

高斯密度函数. 由 EM 算法可得

Λnew
i = ∑

N

n= 1
R nixn ∑

N

n= 1
R ni, (8)

2 new
i =
∑

N

n= 1

R nixnxT
n

∑
N

n= 1
R ni

- (Λnew
i ) (Λnew

i ) T , (9)

Βnew
i =

1
N ∑

N

n= 1
R ni. (10)

其中 Λnew
i , 2 new

i 和 Βnew
i 分别是均值向量、协方差矩阵

和第 i个高斯模型产生采样数的先验概率的新迭代

值. 在得到上面各参数后,对每个模型利用PPCA 算

法估计出主元的个数和噪声的方差值.

对于每个子模型 ,由生成模型有 2 i = W iW T
i +

Ρ2
i I. 根据 PPCA 算法,有
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　 　 　W� i = 2 iW i (Ρ2
i I + M - 1

i W T
i 2 iW i) - 1, (11)

　 　 　Ρζ2
i =

1
M

t r (2 i - 2 iW iM
- 1
i W�T

i ). (12)

反复迭代式 (11) 和 (12) , 直到收敛得到第 i个子模

型的负荷向量W i 和误差方差值 Ρ2
i. 在改进的

M PPCA 模型中, 噪声方差和负荷向量都是根据先

前估计的协方差矩阵,由PPCA 算法得到的,因此可

根据需要选择不同的主元个数. Ρ2
i 反映了过程原因

外的干扰. 在过程正常运行的情况下, 主元个数越

多, Ρ2
i 越小; 当主元个数达到一定值后, 此定值即为

过程潜在的主元个数;主元个数如果继续增加,则 Ρ2
i

变化不大 (收敛) , 即主元对过程变量的解释率随主

元个数的继续增加而基本不变. 在模型 i中,主元对

过程变量 l的解释率为

r il = diag (W iW
T
i ) lö[d iag (W iW

T
i ) l + Ρ2

i ].

其中: d iag (W iW
T
i ) l表示W iW

T
i 对角线上第 l个元素,

r il 是关于主元个数的函数. 计算出 ril (q l + 1) -

r il (q l) < Ε后 (Ε为阈值) ,则模型 i包含的潜在主元个

数为 g i = m ax (q1, q2,⋯, qM ). 同理. 可计算出所有

模型的主元个数[6 ]. 根据主元个数,重新选定或计算

各子模型的W i和Ρ2
i 值,建立含不同主元个数子模型

的M PPCA 模型.

2. 3　算法实现

在上述算法中, 高斯模型个数选取的多少直接

影响到过程监控的效果. 模型选取过多, 则参数太

多,模型不易收敛,且误报增加;模型选取过少,则模

型收敛快,但漏报增加. 利用确定性方法确定模型的

个数[4, 7 ]. 设模型个数 vδ在 vm in 与 vm ax 之间,则

vδ = arg m in
v

{C (Ηδ(v ) , v ) , v = vm in ,⋯, vm ax}.

其中: Ηδ(v ) 为高斯模型为 v 时估计出的模型参数,

C (Ηδ(v ) , v ) 为模型选择标准函数,表示为

C (Ηδ(v ) , v ) = - log p (x ûΗδ(v ) ) + P (v ).

式中 P (v ) 是关于 v 的惩罚函数, v 越大, P (v ) 值也

越大. 在计算 v 由 vm ax 变化到 vm in 的 C (Ηδ(v ) , v ) 值

时,采用检测指标

J ( i, j ) = [R 1i, R 2i,⋯, R N i ] [R 1j , R 2j ,⋯, R N j ]T.

J ( i, j ) 越大,表示第 i个模型和第 j 个模型越相近.

选择使 J ( i, j ) 最大的两个模型,将其合并,令 v = v

- 1,重新计算C (Ηδ(v ) , v ) 值. 最终使C (Ηδ(v ) , v ) 值

最小的 v 即为最佳的模型个数.

当过程变量很多时, 数据分散且参数多, 使得

EM 算法收敛很慢,甚至不收敛,因此很难得到合适

的 GMM. 而 PCA 能在保证数据信息量损失最小的

情况下,对数据进行压缩. 为减少需要估计的模型参

数, 采用的方法是先由 PCA 将原过程变量数据压

缩,即将数据投影到模型子空间和残差空间,再对模

型子空间的数据实现 EM 算法,从而得到 GMM [8 ].

另外, 各个高斯模型的初始均值和协方差矩阵

的选取,对算法的速度和收敛性都有很大的影响. 根

据文献[ 8 ],本文先用 K 2聚类的方法得到每个模型
的初始均值, 再通过每个聚类的数据估计出模型的

初始协方差矩阵.

3　基于改进M PPCA 模型的监控方法
　　在离线建立改进的M PPCA 模型后,将当前采

样数据代入M PPCA 模型的各子模型, 如果监控指

标值处于某个子模型的控制限以内, 则过程运行正

常, 否则过程可能出现异常. 现有文献中基于

M PPCA 的监控方法, 在每个子模型内部使用基于

PCA 的过程监控,即 SPE 和 T 2统计量. 这两个监控

指标反映的不是同一个量度, SPE 为 Euclid ian 范

数, T 2为M ahalanob is范数. 因此在实际应用中可能

出现不一致的情况[6 ]. 另外,一个子模型需要两张监

控表,当子模型个数过多时监控表格过多,从而造成

监控程序复杂化. 本文在子模型中使用基于 PPCA

的监控方法. 类似于 PCA ,基于 PPCA 的监控方法

监控主元空间和误差空间,采用如下指标:

‖M iW T
i x n‖2 ≤ ς2

(1- Α, q i
) , (13)

‖Ρ- 1
i ( I - W iM iW

T
i ) xn‖2 ≤ ς 2

(1- Α, d ). (14)

其中 q i 为第 i个子模型中的主元个数. 式 (13) 监控

的是主元,不等号前面的值相当于 PCA 中的 T 2 检

验值; 式 (14) 检测的是噪声变量,相当于 PCA 中的

SPE 值,不等式后面的值即为控制限.

PPCA 的主元检测和噪声变量监控使用的是同

一种量度 (都是M ahalanob is范数) , 所以对采样数

据白化值范数的监控反映了主元和噪声变量监控的

综合结果. 对采样数据白化值范数进行监控的表达

式为

‖ (W iW
T
i + Ρ2

i I ) - 0. 5x n‖2 ≤ ς2
(1- Α, q). (15)

只需对式 (15) 进行监控即可,从而大大减少了监控

的工作量.

需要指出的是, 若进一步利用过程出现每种故

障时的数据建立故障的M PPCA 模型, 当监控算法

检测到过程出现故障时, 通过判断故障数据符合何

种故障模型, 便可使基于M PPCA 模型的过程监控

技术扩展到故障诊断.

4　应用实例
　　某芳烃联合装置中的分离过程共有 15个可检

测过程变量, 过程的详细描述参见文献 [ 9 ]. 取正常

运行情况下的 400 组采样数据进行建模, 然后选出

另有故障的 200组作为试验数据进行监控.

首先选择M PPCA 模型中 PPCA 模型的个数.
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对过程数据进行 PCA 压缩,为使数据信息量的损失

最小, 将主元对过程数据的解释率定为 99◊ . 这样

由 8个线性主元变量即可代替 15个过程变量,原始

数据的信息基本不损失. 选取模型最大个数和最小

个数分别为 vm ax = 10, vm in = 1,计算出模型个数从

vm ax 变化到 vm in 的C (Ηδ(v ) , v ) 值 (见图 1). 由图 1可

知,当模型个数选为6时, C (Ηδ(v ) , v ) 值最小,因此模

型个数选为 6.

　　然后建立M PPCA 模型. 用K 2聚类法将数据聚
类,估计出初始均值和协方差矩阵,通过 EM 算法估

计出GMM 中6个高斯模型的参数. 在6个高斯模型

中,利用PPCA 计算出主元个数1～ 8时主元对过程

变量的解释率 (见图 2). 由图 2可知,对不同的子模

型取相同的主元个数,主元对数据的解释率明显不

图 1　模型选择标准C (Ηδ(v) , v) 值

同. 在传统的基于M PPCA 模型的监控中,各子模型

中选择的主元个数一样, 这样会造成: 1) 主元个数

过多,主元模型过拟合, 从而包含噪声, 影响了监控

效果; 2) 主元个数过少, 主元模型不能完全包含过

程变量的信息,引起信息丢失. 利用改进的M PPCA

模型方法,主元数的选取兼顾两个方面:一是保证主

元对每个变量的解释率都大于 60% ; 二是看解释率

随主元个数的增大是否趋于稳定. 据此在 6 个模型

中选取的主元个数见表 1. 根据每个模型内部选取

的主元个数,通过 EM 算法估计出负荷向量和噪声

方差值,从而建立M PPCA 模型.

表 1　各子模型选取的主元个数

模型序号 1 2 3 4 5 6

主元个数 7 6 5 7 6 4

　　最后对过程实施监控. 将当前采样数据投影后

的 8 个线性主元值作为过程变量代入M PPCA 模

型,计算其在每个模型中的白化值. 如果至少有一个

模型中白化值的范数满足自由度为 8 的正态分布,

即白化值在控制限以内,则过程运行正常; 否则,表

明过程出现异常. 基于M PPCA 模型的监控如图 3

所示.

(a)　模型 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (b)　模型 2

(c)　模型 3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (d)　模型 4

(e)　模型 5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 (f)　模型 6

图 2 主元对过程变量的解释率
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(a)　模型 1　　　　　　　　　　　　 (b)　模型 2　　　　　　　　　　　　 (c)　模型 3

(d)　模型 4　　　　　　　　　　　　 (e)　模型 5　　　　　　　　　　　　 (f)　模型 6

图 3　基于M PPCA 模型的监控

　　从图 3 可以看出, 1～ 25 间采样数据的白化值

范数在第 1个 PPCA 模型中没有超出控制限,而 26

～ 100间采样数据的白化值范数在第 2个 PPCA 模

型中也处于控制限内,因此可以判断过程在 1～ 100

时刻运行正常. 101～ 200 间采样数据的白化值在 6

个模型中都超出了控制限,因此可以判断出过程在

101～ 200 时刻可能运行异常. 如果使用传统的

M PPCA 模型,在每个子模型内部使用基于 PCA 的

监控方法,则每个子模型中需要 2幅监控图 (即 SPE

和 T
2 图) ,总的监控图达到 12 幅,增加了监控的工

作量,且监控指标不一致.

5　结　　论
　　本文对 M PPCA 模型算法进行改进, 将

M PPCA 模型的建立由传统的一步改为两步: 第 1

步建立 GMM 模型,第 2 步由 GMM 建立M PPCA

模型. 文中考虑了各模型内部主元对过程变量解释

率的不同,克服了M PPCA 模型内部各模型主元相

同而与实际不符等缺点. 在M PPCA 模型子模型内

使用基于 PPCA 的监控方法,代替传统的基于 PCA

的监控方法,克服了监控指标不一致和监控图过多

的缺点.
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