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一类单输入线性切换系统的可镇定性研究
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摘　要: 考虑一类单输入线性切换系统的可镇定性问题,利用变结构控制对系统进行降维. 通过对系统滑动模态的

研究,得出了系统一致可镇定的充分条件和系统存在容许镇定策略的充分条件. 给出了具体的容许镇定策略集合,并

对二阶切换系统给出了详细的容许镇定策略. 仿真实例验证了所提出结论的有效性.
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Abstract: T he stab ilizab ility p rob lem of a class of single2inpu t sw itched linear system s is considered. T he dim ension

of the system is reduced w ith the variab le structu re con tro l. T he sufficien t condit ions of the un ifo rm stab ilizat ion and

the ex istence of the adm issib le stab ilizing stra tegies of system s are ob tained th rough the study of the sliding mode of

the reduced system s. A nd the detailed adm issib le stab ilizing stra tegy sets are p ropo sed. T he comp letely adm issib le

stab ilizing stra tegies fo r second o rder sw itched system s are given. N um erical sim ulations show the effectiveness of

the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　切换系统是一类重要的混合动态系统,它是由

连续 (或离散)时间子系统及作用在它们之间的切换

信号组成的. 切换系统与一般的连续 (或离散)时间

系统不同,有其特殊性. 例如[1 ] , 即使每个子系统都

是指数稳定的,整个切换系统也可能不稳定; 反之,

即使每个子系统都不稳定,整个切换系统也可能渐

近稳定. 因而切换规则的选择是非常重要的.

关于切换系统分析和切换控制的研究越来越受

到关注[1～ 4 ]. 文献[ 5 ]针对线性连续系统的控制器切

换问题,通过引进完备性的概念,给出了判断系统稳

定性的一个条件. [ 6 ]利用L yapunov 函数技术, 研

究不满足完备性条件下切换系统的渐近稳定性问

题. [ 7 ]研究了一类切换对称系统的可镇定问题. [ 8 ]

引入轨迹连续性的概念,在一个度量空间应用变结

构控制的方法,对一类离散状态系统和混合动态系

统进行研究.

切换系统的镇定是一项比较困难的工作,目前

大多或者单独设计控制器,或者单独设计切换信号.

本文同时对切换信号和控制器进行设计. 为降低研



究高维系统的复杂性,采用变结构控制的方法,使问

题转化为低维系统的可镇定问题. 通过对系统滑动

模态的研究,得出了系统一致可镇定的充分条件;通

过在滑模面上划分各子系统的可镇定区域,得出了

系统存在容许镇定策略的充分条件. 给出了具体的

容许镇定策略集合,并对二阶切换系统给出了具体

的充分条件. 最后对文中的结论进行数值仿真,结果

表明所得出的结论是正确和有效的.

2　问题描述
　　考虑如下线性连续时间切换系统:

xα= A ( i) x + b ( i) u , x ∈Rn , u ∈R. (1)

其中 i∈ + 是切换信号, + = {1, 2,⋯,N }.

假定 1　b ( i) ≠ 0, i = 1, 2,⋯,N .

假定 2　i 可控, 且允许切换间隔时间极小, 不

考虑切换时滞.

定义 1　集合

S = { (u , i) ûu: Rn →R,

i = i (x ) : Rn → +}

称为系统 (1) 的基于状态反馈的控制策略集合. 对

于任意的 (u , i) ∈ S ,如果系统 (1) 在 u = u (x ) 和 i

= i (x ) (x ∈Rn) 的作用下都是稳定的,则称S 是系

统 (1) 的一个容许镇定策略集合. 如果

{ (u , i) ûϖ f : Rn →R, f ∈C1 (Rn) ,

u = f (x ) , Π i: Rn → +}

是系统 (1) 的一个容许镇定策略集合, 则称切换系

统 (1) 是可以一致连续镇定的.

引理 1[3 ]　对于切换系统

xα= A ( i) x , x ∈Rn , i∈ + ,

如果存在李雅普诺夫函数V = x T P x , P > 0,使得在

任意切换信号作用下, 沿系统轨迹上的任意非零点

都有 d
d t

V < 0成立,则该切换系统是一致稳定的.

3　单输入切换系统的可镇定性分析
　　由于 b ( i) ≠ 0, i = 1, 2,⋯,N ,对于任意的 i∈

{1, 2,⋯,N },存在非奇异阵 T ( i) ,使得

T ( i) b ( i) = [ 0　⋯　0　Β( i) ]T , Β( i) ≠ 0.

令 y Χ T ( i) x ,则式 (1) 可变为

yα= T ( i)A ( i) T - 1 ( i) y + T ( i) b ( i) u ,

x ∈Rn , u ∈R, i∈ +. (2)

由状态变换的等价性可知,系统 (1) 和 (2) 的可镇定

性是一致的. 记

A T ( i) Χ T ( i)A ( i) T - 1 ( i) Χ
A 1 ( i)

Α( i)
,

A 1 ( i) ∈R(n- 1)×n , Α( i) ∈R1×n ,

y Χ [yθT　y n ]T , yθ∈Rn- 1, y n ∈R.

则式 (2) 可变为

yθ
õ

= A 1 ( i) y , yαn = Α( i) y + Β( i) u.

　　取切换函数

s (y ) = f (yθ) + y n , f : Rn- 1 →R,

d
dyθf (yθ) ∈C (Rn- 1).

(3)

可得滑模运动方程

yθ
õ

= A 1 ( i) [yθ　 - f (yθ) ]T.

记

A 1 ( i) Χ [A 11 ( i)　A 12 ( i) ],

A 11 ( i) ∈R(n- 1)× (n- 1) ,A 12 ( i) ∈R(n- 1)×1.

可求出状态反馈 - f (yθ) ,使得滑动模态

yθ
õ

= A 11 ( i) yθ - A 12 ( i) f (yθ) (4)

是稳定的,于是便确定了切换函数 s (y ).

下面求变结构控制u = u± (y ) ,使得系统 (2) 的

状态从任意 y 0 ∈Rn 出发,都能在有限时间内到达

切换面 s (y ) = 0. 令

ds (y ) öd t = - Εsgn s (y ) - ks (y ) , Ε, k > 0,

可得

u = u± (y ) =

- 1
Β( i) {

df (yθ)
dyθ [A 11 ( i) yθ - A 12 ( i) f (yθ) ] +

Α( i) y + Εsgn s (y ) + ks (y ) }. (5)

在实际应用中,为消除变结构控制带来的高频振荡,

常将其连续化. 为此令

d
d t

(s (y ) ) = -
2Ε
Πtan - 1 (M s (y ) ) - ks (y ).

其中: Ε> 0, k > 0, 正切函数 tan: (- Πö2, Πö2) →

R. 取M 充分大,则有

u = u (y ) =

- 1
Β( i) {

d
dyθf (yθ) [A 11 ( i) yθ - A 12 ( i) f (yθ) ] +

Α( i) y +
2Ε
Πtan - 1 (M s (y ) ) + ks (y ) }. (6)

　　由此可得如下定理:

定理1　若n - 1维切换系统 (4) 是可以一致连

续镇定的,则在变结构控制 (3) 和 (5) 的作用下, n维

切换系统 (2) 是一致稳定的.

一般地,对系统 (4) 取李雅普诺夫函数

V ( t) = yθT P yθ, P > 0, P ∈R(n- 1)× (n- 1) ,

则有

Vα= 2yθT (PA 11 ( i) yθ - PA 12 ( i) f (yθ) ). (7)

　　定义2　对于系统 (4) ,矩阵Q i > 0, Π i∈+ ,集

合

Y i = {yθûyθT P (A 11 ( i) yθ - A 12 ( i) f (yθ) ) ≤

- yθTQ iy
θ} (8)
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称为子系统 i对于正定阵 P 和Q i 在切换曲面 s =

s (y ) 上的可镇定区域.

定理 2　如果存在满足条件 (3) 的函数 f : Rn- 1

→R及正定阵 P 和Q i, i∈ + ,使得

∪
i∈+

Y i = Rn- 1, (9)

则系统 (2) 的一个容许镇定策略集合为

S = { (u , i) ûu 形如式 (4) 和 (6) ,

i = arg (yθ∈ Y i) }. (10)

　　证明　Π (u (y ) , i (yθ) ) ∈ S ,切换系统 (2) 在 u

= u (y ) 和 i = i (yθ) 的作用下,在有限时间内到达切

换面 s (y ) = 0,开始在其上产生滑模运动 (4). 由式

(9) 知, Π yθ∈ {y ûs (y ) = 0},都存在 iγ(yθ) ∈ + ,使得

yθ∈ Y iγ(yθ). 取李雅普诺夫函数V ( t) = yθTP yθ,由式 (7)

及定义 2知,Vα≤- yθTQ iγ(yθ) yθ,故Π yθ≠ 0,有Vα< 0.

所以滑动模态 (4) 稳定,即系统 (2) 是稳定的. □

推论1　若存在矩阵P > 0, C∈R1× (n- 1) ,Q i >

0, Π i∈ + ,使

∪
i∈+

{yθûyθT (P (A 11 ( i) - A 12 ( i)C ) +

Q i) yθ ≤ 0) } = Rn- 1,

则式 (10) 为切换系统 (2) 的一个容许镇定策略集

合.

证明　取 f (yθ) = C yθ, 由定义 2知, 定理 2中

的条件 (9) 满足, 故结论成立. □

注 1　如果定义 2中式 (8) 改为

Y i = {yθûyθT P (A 11 ( i) yθ - A 12 ( i) f (yθ) ) < 0},

定理2中式 (9) 改为∪
i∈+

Yϖi = Rn- 1,并且式 (10) 中的

切换策略改为 i = i (yθ) = arg (yθ∈ Yϖi) ,则不能保证

定理 2的结论成立. 其中

Yϖi = {y ∈Rn- 1ûϖ {y n}∞n= 1 ∈ Y i,

lim
n→∞
‖y n - y‖ = 0},

‖õ‖: Rn- 1 →R+ ∪ {0}为欧氏范数.

注 2　如果定义 2中式 (8) 改为

Y i = {yθûyθT P (A 11 ( i) yθ - A 12 ( i) f (yθ) ) < 0},

并且定理 2中式 (9) 改为∪
i∈+

Y i = Rn- 1 - {0},则定

理 2的结论仍然成立.

特别地,当 n = 2时,记A 11 ( i) = a1 ( i) ,A 12 ( i)

= a2 ( i) , yθ = y 1, y n = y 2, P = pθ ,Q i = qλi,则系统 (4)

变为 yα1 = a1 ( i) y 1 - a2 ( i) f (y 1). 定义 2中式 (8) 变

为

Y i = {y 1û (a1 ( i) + qλiöpθ) y 2
1 -

a2 ( i) y 1f (y 1) ≤ 0},

定理 2中式 (9) 变为∪
i∈+

Y i = R. 取

f (y 1) = cy qöp
1 , p ≤ q, (11)

其中 p , q∈ Z + 互质. 记Εi = qλiöpθ > 0, i∈ + ,定义 2

中式 (8) 变为

Y i = {y 1 ∈Rûa2 ( i) cy 1+ qöp
1 -

(a1 ( i) + Εi) y 2
1 ≥ 0}.

　　定理 3　当 n = 2时,如果存在 Εi > 0, i∈ + ,

c∈R,以及满足条件 (11) 的 p 和 q,使得下列条件

之一满足:

1)
p = q = 1, 　

ϖ i∈ + , sit a2 ( i) c≥ a1 ( i) + Εi;

　　2)
p < q, (- 1) qöp - 1 = - 1,

ϖ i∈ + , sit a1 ( i) + Εi ≤ 0, a2 ( i) c = 0;

　　3)

p < q, (- 1) qöp - 1 = 1,

ϖ i, j ∈ + , sit a1 ( i) + Εi≥ 0, a2 ( i) c > 0,

a1 ( j ) + Εj ≤ 0, a2 ( j ) c < 0,

(a1 ( i) + Εi

a2 ( i) c )
p

q- p ≤ (a1 ( j ) + Εj

a2 ( j ) c )
p

q- p ;

　　4)
p < q, (- 1) qöp - 1 = 1,

ϖ i∈ + , sit a1 ( i) + Εi ≤ 0, a2 ( i) c≥ 0;

　　5)

p < q, (- 1) qöp - 1 = - 1,

ϖ i, j ∈ + , sit a2 ( i) c > 0, a 2 ( j ) c < 0,

(a1 ( i) + Εi

a2 ( i) c )
p

q- p ≤ (a1 ( j ) + Εj

a2 ( j ) c )
p

q- p.

则系统 (2) 的一个容许镇定策略集合为式 (10).

4　数值仿真
　　考虑如下线性切换系统:

xα= A ( i (x ) ) x + b ( i (x ) ) u , x ∈R2, u ∈R1.

其中: i∈ + = {1, 2},子系统矩阵为

A (1) =
0. 1 0. 1

1 0
, b (1) =

0

1
,

A (2) =
- 0. 9 - 0. 2

0 1
, b (2) =

0

2
.

　　 此时对应的一维线性切换系统 (4) 的系数为

a1 (1) = 0. 1, a 2 (1) = 0. 1, a 1 (2) = - 0. 9, a 2 (2)

= - 0. 2. 取 p = 1, q = 3, c = 10, Ε1 = Ε2 = 0. 1,则

有

p < q, (- 1) qöp - 1 = (- 1) 2 = 1.

因此存在 i = 1, 2∈ + ,使得

a1 (1) + Ε1 = 0. 2≥ 0, a2 (1) c = 1 > 0,

a1 (2) + Ε2 = - 0. 8≤ 0, a2 (2) c = - 2 < 0,

(a1 (1) + Ε1

a2 (1) c )
p

q- p = ( 1
5 )

1ö2
≤

(a1 (2) + Ε2

a2 (2) c )
p

q- p = ( 2
5 )

1ö2
.

所以定理 3的条件 (2) 满足. 此时有

Y 1 = {x ∈R2ûûx 1û ≥ (1ö5) 1ö2},
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图 1　柔化控制律 u 随时间的变化　　　　图 2　状态 x ( t) 随时间的变化　　　　　图 3　状态 x ( t) 的相平面

Y 2 = {x ∈R2ûûx 1û ≤ (2ö5) 1ö2}.

　　由定理3知,取 f (x 1) = cx qöp
1 = 10x 3

1,原系统在

切换律 i = arg (x ∈ Y i) 及控制律 (3) 和 (5) 作用下

是稳定的. 取式 (6) 中 Ε= 5, k = 50,M = 100, x 0 =

[ 2　 - 5 ]T ,仿真结果如图 1～ 图 3所示.

5　结　　语
　　本文研究一类单输入线性切换系统的可镇定问

题. 应用变结构控制的方法, 将问题转化为维数较

低的单输入切换系统的可镇定问题, 根据李雅普诺

夫稳定性理论,以及切换系统稳定性的有关结果,得

出了系统一致可镇定以及存在容许镇定策略的充分

条件,并给出了相应的控制器和容许镇定策略集合.

本文方法为检验线性单输入切换系统是否可镇定,

以及寻求合适的镇定策略提供了一种行之有效的方

法.
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