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自适应二次变异差分进化算法
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摘　要: 提出一种基于群体适应度方差自适应二次变异的差分进化算法. 该算法在运行过程中根据群体适应度方差

的大小,增加一种新的变异算子对最优个体和部分其他个体同时进行变异操作,以提高种群多样性,增强差分进化算

法跳出局部最优解的能力. 对几种典型Benchm ark s函数进行了测试,实验结果表明,该方法能有效避免早熟收敛,

显著提高算法的全局搜索能力.
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Abstract: A new adap tive second m utation differen tia l evo lu tion algo rithm (A SM D E) based on the variance of the

popu lat ion’s fitness is p resen ted. In o rder to imp rove the popu lat ion’s diversity and the ab ility of break ing aw ay from

the local op tim um , acco rding to the value of the variance of the popu lat ion’s fitness during the runn ing tim e, a new

m utation operato r is adap ted to m utate bo th the best individual and part ia l o ther individuals. Several classic

Benchm ark s functions are tested and the resu lts show that the p ropo sed algo rithm can avo id the p rem ature

convergence and imp roves the global convergence ab ility rem arkab ly.
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1　引　　言
　　差分进化 (D ifferen t ia l evo lu t ion, D E )算法是

一种采用浮点矢量编码在连续空间中进行随机搜索

的优化算法[1 ]. D E 的原理简单,受控参数少,实施随

机、并行、直接的全局搜索,易于理解和实现. 在日本

召开的第一届国际进化优化计算竞赛 ( ICEO )中[2 ] ,

D E 表现突出,已成为进化算法 (EA )的一个重要分

支. 近年来, D E 在约束优化计算, 模糊控制器优化

设计,神经网络优化,滤波器设计等方面得到了广泛

的应用.

D E 是根据父代个体间的差分矢量进行变异、

交叉和选择操作,与其他进化算法 (如遗传算法)一

样易陷入局部最优,存在早熟收敛现象. 目前的解决

方法主要是增加种群的规模,但这样会增加算法的

运算量,而且也不能从根本上克服早熟收敛的问题.

为提高D E 的性能,很多学者提出了改进的方法. 文

献[ 3 ]在算法中加入了迁移算子和加速算子,提高了

算法的种群多样性和收敛速率,但要计算适应度函

数的梯度信息,实现较为麻烦,应用会受到限制. 文

献 [ 4 ]针对差分矢量的缩放因子 F 和交叉概率 CR

两参数对算法的影响, 提出了一种模糊自适应差分

进化算法, 但要选择模糊隶属函数, 实现较为困难.

文献 [ 5 ] 将缩放因子 F 由固定数值设计为随机函

数,减少了需调整的参数,实现了一个简化的D E 版



本,但并不能解决早熟收敛问题.

产生早熟收敛的根本原因是随迭代次数的增加

和种群多样性的快速下降. 为克服早熟现象,跳出局

部最优解, 本文提出了一种基于群体适应度方差自

适应二次变异的差分进化算法 (A SM D E). 对几种

典型的Benchm ark s函数测试表明,与遗传算法和进

化算法相比, 本文提出的算法能有效地避免早熟收

敛,全局收敛能力得到了显著提高.

2　差分进化算法及其早熟收敛问题
2. 1　差分进化算法

D E 与其他进化算法如遗传算法 (GA ) , 进化规

划 (EP) ,进化策略 (ES) 及其它们的变种不同. 首先

由父代个体间的差分矢量构成变异算子; 接着按一

定的概率,父代个体与变异个体之间进行交叉操作,

生成一试验个体; 然后在父代个体与试验个体之间

根据适应度的大小进行选择操作, 选择适应度更优

的个体作为子代.

2. 1. 1　变异操作

D E最基本的变异成分是父代的差分矢量,每个

矢量对包括父代 (第 g 代) 群体中两个不同的个体

(x g
a , x g

b ). 差异矢量定义为

D ab = x g
a - x g

b. (1)

　　根据变异个体的生成方法不同,形成了多种不

同的差分进化算法方案[1, 6 ]. 本文选择从种群中随机

选择 4个不同个体生成差分矢量对每代最优个体进

行变异操作的方案. 这种方案既能提高算法的收敛

速度,又能在一定程度上保持较高的种群多样性. 个

体变异操作的方程为

x m = x g
gbest + F [ (x g

a - x g
b ) + (x g

c - x g
d ) ]. (2)

式中: x g
gbest为种群中适应度最好的个体; x g

a , x g
b , x g

c和

x g
d 为与 x g

gbest 不同的 4个互不相同的个体; F 为缩放

因子,其取值范围为 (0, 1. 2 ]; x m 相当于 x g
gbest的一个

噪音版本, F 越大, x g
gbest 变异越多, 对 x m 的影响越

大.

2. 1. 2　交叉操作

对于群体中第 i个个体 x g
i ,将与 x m 进行交叉操

作,产生试验个体 x T. 为保证个体 x g
i 的进化,首先通

过随机选择,使得 x T 至少有一位由 x m 贡献,而对于

其他位,可利用一个交叉概率因子CR 决定 x T 中哪

位由 x m 贡献,哪位由 x g
i 贡献. 交叉操作的方程为

x T j =

x m j , rand () ≤CR;

x g
ij , rand () > CR;

j = 1, 2,⋯,D .

(3)

式中: rand ( ) 为一[ 0, 1 ] 之间的均匀随机数, j 表示

第 j 个变量 (基因) ,D 为变量的维数. 由式 (3) 可知,

CR 越大, x m 对 x T 的贡献越多,当CR = 1时, x T =

x m , 有利于局部搜索和加速收敛速率; CR 越小, x g
i

对 x T 的贡献越多,当CR = 0时, x T = x g
i ,有利于保

持种群的多样性和全局搜索. 由此可见,保持种群多

样性和收敛速率是矛盾的.

2. 1. 3　选择操作

D E 采用“贪婪”的搜索策略, 经过变异和交叉

操作后生成的试验个体 x T 与 x g
i 进行竞争. 只有当

x T 的适应度较 x g
i 更优时才被选作子代; 否则,直接

将 x g
i 作为子代. 选择操作的方程为

x g + 1
i =

x T , f (x T ) < f (x g
i ) ;

x g
i , f (x T ) ≥ f (x g

i ).
(4)

2. 2　差分进化算法的早熟收敛分析

由于D E 采用贪婪的搜索策略, 可以加快收敛

速度, 但会大大提高早熟收敛的概率. 由式 (2) 可

知, x g
gbest 为当前最优解,随着进化的进行, 其他个体

将迅速向其靠拢. 如果 x g
gbest 为一局部最优点, 随着

种群的不断进化,个体之间的差异越来越小,变异矢

量D ab趋于 0,交叉和选择操作不能改变种群的多样

性, 最后所有个体都趋向于 x g
gbest, 种群便无法在解

空间内重新搜索. 因此, 算法陷入局部最优, 出现了

所谓的早熟收敛现象. 由于差分进化算法是一种随

机搜索策略,如果问题是多峰函数,则存在多个局部

最优点,算法很容易陷入局部最优,难以找到全局最

优. 即使进行变异的个体不采用 x g
gbest, 而是种群中

任一其他个体,若某一个体是局部最优解,也同样有

陷入该局部最优的可能, 而且收敛速度会变慢. 因

此,D E 与其他进化算法 (如 GA ) 一样, 容易早熟收

敛,陷入局部最优.

3　自适应二次变异差分进化算法设计
3. 1　自适应二次变异思想

产生早熟收敛的根本原因是随迭代次数的增加

和种群多样性的快速下降, 形成了“聚集”现象. 这

表现在种群个体的适应度之间的差异越来越小. 为

定量描述种群的状态, 下面给出群体适应度方差的

定义[7 ].

定义 1　设群体规模为N P , f i 为第 i个个体的

适应度, f avg 为种群目前的平均适应度,则 ∆2 可定义

为

∆2 = ∑
N P

i= 1
û f i - f avg

f û
2
. (5)

其中 f 为归一化定标因子,其作用是限制∆2的大小.

本文算法中, f 取值为

f =
m ax{û f i - f avgû},m ax{û f i - f avgû} > 1;

1, o thers.

(6)
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　　定义 1表明,群体适应度方差 ∆2反映的是种群

中所有个体的“聚集”程度. ∆2 越小, 种群越聚集在

一起;反之,种群则处于随机搜索阶段.

　　由 2. 2节分析可知,当 x g
gbest为局部最优或全局

最优点时, ∆2 很小,其他个体都聚集在 x g
gbest 的周围,

要使算法跳出局部极值点进入其他区域进行搜索,

则必须改变 x g
gbest (变异操作) ,在其后的搜索过程中

发现新的 x g
gbest. 如此循环, 算法就可以找到全局最

优点. 但陷入局部最优点时,由于D ab趋于 0,算法本

身的变异不能改变 x g
gbest, 必须加入新的变异算子.

同时,由于产生了聚集现象, 种群多样性很小, 不利

于算法的进一步搜索. 因此, 在对 x g
gbest 进行变异的

同时还应对部分其他个体进行变异, 以提高种群的

多样性,进而提高算法的全局搜索能力和稳定性. 根

据以上分析,当 ∆2 小于某一设定值 deta 时,对 x g
gbest

和部分随机选择的个体同时进行新的变异操作; 当

∆2大于 deta时则不进行新的变异. 但若 x g
gbest为全局

最优点,即使 ∆2 小于 deta,也不应进行新的变异,进

行一些无用的操作. 因此,只有当最优个体的适应度

大于某一设定的精度 Ε(还没有达到全局最优) 且 ∆2

小于 deta 时才进行新的变异操作. 对于理论最优解

未知的情况, 以最优个体的适应值连续多少次不变

作为 Ε的设定值. 这就是本文提出的自适应二次变

异的基本思想.

(a)　D E 早熟收敛的适应度方差进化曲线

(b)　D E 全局收敛的适应度方差进化曲线

图 1　适应度方差进化曲线

　　图 1 (a) 为差分进化算法求解某函数最小化问

题时早熟收敛的适应度方差进化曲线,图 1 (b) 则为

全局收敛时的适应度方差进化曲线.

对于 x g
gbest 和其他部分个体变异的操作,本文算

法将采用增加随机扰动的方法. 设 x g
gbest, d 为 x g

gbest 的

第 d 维取值, Γ为服从 Gau ss (0, 1) 分布的随机变

量,则

x g
gbest, d = x g

gbest, d (1 + 0. 5Γ). (7)

其他个体的变异操作与式 (7) 相同.

3. 2　时变交叉概率因子CR思想

由 2. 1. 2节交叉操作分析可知, CR 越大, x m 对

x T 的贡献越多, 有利于局部搜索和加速收敛速率;

反之,则 x g
i 对 x T 的贡献越多,有利于保持种群的多

样性和全局搜索. 良好的搜索策略应该是在搜索的

初始阶段保持种群多样性,进行全局搜索,而在搜索

的后期应加强局部搜索能力,以提高算法的精度. 基

于这种思想,本文提出了一种时变交叉概率因子CR

的方法,即CR 随迭代次数的增加而由小变大,初始

阶段 x g
i 对 x T 贡献多,提高全局搜索能力,而在后期

则 x m 对 x T 贡献多,提高局部搜索能力. 设CRm in 为

最小交叉概率, CRm ax 为最大交叉概率, Itera t ion s为

当前迭代次数,M ax itera t ion s为最大迭代次数,则

CR = CRm in +
Itera tion s (CRm ax - CRm in)

M ax itera t ion s
. (8)

3. 3　自适应二次差分进化算法实现步骤

综合以上对D E 的改进, 提出如下自适应二次

变异的时变交叉概率算法的流程:

Step 1: 初始化种群规模N P , 差分变异矢量收

缩因子 F , 最小交叉概率 CRm in , 最大交叉概率

CRm ax ,适应度方差设定值 deta, 变异适应度设定精

度 Ε,令 g = 1,按如下公式随机初始化每一个个体:

x ij = rand [ 0, 1 ] (x u
j - x l

j ) + x l
j. (9)

式中: i = 1, 2,⋯,N P; j = 1, 2,⋯,D ; x u
j 为第 j 维变

量的上限; x l
j 为下限.

Step 2: 计算每个个体的适应度 F itness,求出最

优适应度Bestfitness及最优个体 x g
gbest.

Step 3: 判断最优适应度Bestf itness 是否达到

精度要求或是否达到最大迭代次数. 若是则退出;否

则,执行下一步.

Step 4: 按式 (5) 和 (6) 计算适应度方差 ∆2.

Step 5: 若 ∆2 < deta且Bestf itness > Ε,则按式

(7) 对 x g
gbest 及部分随机选择的个体进行变异操作;

否则不变异,进行下面的操作.

Step 6: 对 x g
i ( i = 1, 2,⋯,N P ) 执行 Step 7～

Step 9,生成第 g + 1代种群.

Step 7: 在种群中随机选择 4个不同的个体,按
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式 (2) 进行变异操作,生成变异个体 x m.

Step 8: 按式 (3) 进行交叉操作, 其中 CR 由式

(8) 确定,生成试验个体 x T.

Step 9: 按式 (4) 进行选择操作,生成g + 1代个

体 x g + 1
i .

Step 10: g = g + 1,返回 Step 2.

4　自适应二次变异差分进化算法性能分析
　　为验证本文提出的算法的有效性, 下面通过 4

个典型的Benchm ark s函数进行测试,同时与遗传算

法和基本的D E 算法进行比较. 其中 f 1为 Sphere单

峰二次函数; f 2为Ro senb rock函数,是一个非凸、病

态函数; f 3为R a s t r ig in函数 , 多峰 , 在S = { x i∈

( - 5. 12, + 5. 12 ) , i = 1, 2,⋯, n}范围内大约存在

10n 个局部极小点; f 4为 Griew ank 函数,多峰,存在

大量局部极小点.

实验参数设置如下: 函数维数为 30, 种群规模

N P 都设为 60,最大进化代数为 600,D E 的收缩因子

F = 0. 5,交叉概率CR = 0. 6;遗传算法[8 ]采用实数

编码, 算术交叉和非一致变异算子, 其交叉概率为

0. 8, 变异概率为 0. 05; A SM D E 算法中, 交叉概率

CRm in = 0. 3, CRm ax = 0. 9,适应度方差阈值 deta =

0. 001,适应值变异控制精度 Ε= 0. 001.

f 1 = ∑
30

i= 1
x 2

i , - 100≤ x i ≤ 100; (10)

f 2 = ∑
30

i= 1
[ 100 (x i+ 1 - x 2

i ) 2 + (x i - 1) 2 ],

　　　　　 - 30≤ x i≤ 30; (11)

f 3 = ∑
30

i= 1

(x 2
i - 10co s (2Πx i) + 10) ,

　　　 - 5. 12≤ x i≤ 5. 12; (12)

f 4 =
1

4 000∑
30

i= 1
x 2

i - ∏
n

i= 1
co s

x i

i
+ 1,

　　　　　 - 50≤ x i≤ 50. (13)

　　A SM D E 算法中对最优个体进行变异的同时还

对部分其他个体进行变异, 部分个体数目的选择是

实际应用时必须面对的一个问题. 个体数目太小,可

能对算法没有多大的贡献;而个体数目太大,又会增

加计算量, 进一步的改善作用不大. 本文用 f 2 函数

对不同个体数目进行了实验研究, 对每一确定数目

个体, 独立运行 20 次, 每次运算最优解的统计结果

如表 1所示. 由表 1 可知, 变异个体数目较小时, 算

法不太稳定,而随着变异个体数目的增加,标准差减

小,算法越来越稳定,但当个体数目超过 25以后,算

法改善效果不明显. 实验表明,部分变异个体的数目

选择群体规模的 1ö4～ 1ö3比较合适. 在本文后面

的实验中,变异个体数目设为 15.

表 1　变异个体数目对算法性能的影响分析 (N P = 60)

变异个体数目 最小值 最大值 平均值 标准差

0 23. 519 3 116. 830 8 43. 030 6 6. 829 1

5 19. 746 6 89. 546 7 36. 120 2 4. 410 9

10 16. 701 3 94. 184 7 32. 683 9 3. 650 5

15 18. 371 8 37. 821 9 26. 553 9 0. 844 0

20 19. 201 8 40. 742 3 27. 266 1 0. 992 4

25 24. 462 8 29. 041 5 27. 073 6 0. 286 3

30 22. 768 5 29. 022 7 26. 887 8 0. 405 8

　　表 2列出了以上 3种算法求解上述优化问题运

行 20次后得到的函数最优解平均值. 由表 2 可知,

本文算法的优化结果明显优于其他两种算法, 其中

对于函数 f 1, f 3和 f 4每次都能得到精度很高的最优

值. 同时由标准差可知, 本文提出的算法很稳定. 而

对于高维多峰函数, GA 基本上都不能收敛到理论

最优解, 容易产生早熟收敛. 由标准差可知, GA 对

于 f 2还很不稳定. D E的效果也不理想,除对 f 4的精

度较好外, 对其他 3 个函数的优化结果都不能令人

满意. 由标准差可知,D E 对于 f 2 也不稳定.

　　图 2～ 图 5是上述 4个函数采用 3种算法运行

20次后求得的平均最优适应度进化曲线. 为方便比

较,图中的纵坐标都采用适应度的对数表示. 由图

2, 图 4和图 5可以看出,A SM D E对于 f 1, f 3和 f 4都

能很快收敛到全局最优解; 而 GA 都较早出现了早

熟收敛现象, 虽然 f 1 是单峰函数, 但维数较高, GA

也难以找到全局最优点; D E 的效果虽然比GA 好一

些,但也很容易早熟收敛,不能随迭代次数的增加进

一步优化. 由图 3可知,对于高维非凸、病态函数 f 2,

3种算法都不能收敛到全局最优,但A SM D E的精度

相对其他两种算法要高得多,而且算法很稳定. 从图

3可以看出,在搜索的前期,D E与A SM D E的种群多

样性较高,A SM D E 没有二次变异, 实际上就是

D E ,因而有相似的收敛特性. 但随着种群多样性的

表 2　3种算法运行 20次的函数平均最优解与标准差

函数
理论

最优

SGA

平均最优解 标准差

D E

平均最优解 标准差

A SMD E

平均最优解标准差

f 1 (x ) 0 13. 285 0. 7838 1. 177 0. 698 1 1. 199e - 08 1. 024e - 08

f 2 (x ) 0 1. 809e + 05 1. 508e + 04 1832. 3 1. 465e + 03 26. 861 0. 349

f 3 (x ) 0 50. 536 4. 516 9 11. 502 0. 768 3 7. 516e208 1. 799e208

f 4 (x ) 0 0. 128 75 0. 013 2 0. 009 0. 001 9 2. 877e210 1. 207e210
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下降,适应度方差的变小,D E 产生早熟,而A SM D E

由于二次变异,能有效避免早熟.

图 2　f 1 (x) 20次平均最优适应度进化曲线

图 3　f 2 (x) 20次平均最优适应度进化曲线

图 4　f 3 (x) 20次平均最优适应度进化曲线

图 5　f 4 (x) 20次平均最优适应度进化曲线

5　结　　论
　　本文对差分进化算法的早熟收敛问题进行了分

析,导致早熟收敛的根本原因是随进化的进行,种群

多样性快速下降. 为提高种群多样性,使算法跳出局

部最优点,提高全局搜索能力,提出了一种基于群体

适应度方差自适应二次变异和时变交叉概率机制的

差分进化算法. 实验表明,该算法有很强的全局搜索

能力, 能有效避免早熟收敛, 而且算法的收敛速度

快,稳定性好. 算法中引进的自适应二次变异操作,

与D E 相比运算量有所增加,但与遗传算法相比,运

算量小,是一种非常实用的优化算法.
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