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三角模糊数互补判断矩阵的一致性及其排序研究

巩在武, 刘思峰
(南京航空航天大学 经济与管理学院, 南京 210016)

摘　要: 研究三角模糊数互补判断矩阵的性质和排序问题. 建立了三角模糊数互反判断矩阵与互补判断矩阵之间

的相互转化关系, 给出了三角模糊数互补判断矩阵完全一致性、严格强传递性以及弱传递性的概念,并研究了它们

之间的关系,论证了完全一致性等定义的合理性,构建了基于最小二乘的三角模糊数互补判断矩阵排序方法. 算例分

析表明,该方法是可行而有效的.
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studied. T ransfo rm ation rela t ion betw een triangu lar fuzzy num ber recip rocal judgm ent m atrix and triangu lar fuzzy

num ber comp lem entary judgm ent m atrix is set up. T he concep ts of comp lete consistency, restricted m ax2m ax

transit ivity and w eak transit ivity fo r triangu lar fuzzy num ber comp lem entary judgm ent m atrix are in troduced w ith

their rela t ions studied. T he reasonab leness of the concep t of comp lete consistency fo r triangu lar fuzzy num ber

comp lem entary judgm ent m atrix is discussed. P rio rity of triangu lar fuzzy num ber comp lem entary judgm ent m atrix is

set up based on least square m ethod and is illustra ted by a num erical num ber.
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1　引　　言
　　美国运筹学家 Saaty 教授提出的层次分析法
(A H P) [1, 2 ] , 是一种将定性分析与定量分析相结合

的方法. 它广泛应用于社会、经济、政治、人的行为以

及科学管理等领域的各种复杂问题的分析中,将非

常复杂的系统分析简化为各种因素之间的成对比较

判断和简单排序计算,从而使很多难以用参数数学

模型方法解决的复杂系统分析成为可能. 在对决策

方案进行排序和择优时,需要专家对方案进行比较,

构造互反判断矩阵或模糊判断矩阵. 有关判断矩阵

的排序与一致性问题的研究一直是最为重要的研究

课题[3～ 5 ]. 目前互反判断矩阵与模糊判断矩阵的排

序与一致性问题的研究成果十分丰富,并已经趋于

完善和成熟.

在实际决策过程中,由于受决策者的知识结构、

判断水平等诸多主观因素的影响,加上客观事物本

身的模糊性和不确定性,专家所掌握的信息不足以

把握事物的真实状态[6 ]. 因此,专家在构造判断矩阵

时往往会给出一些未确知的判断值,比如用三角模

糊数的形式给出判断值. 对于此类问题的研究具有
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重要理论价值和现实意义. 关于三角模糊数判断矩

阵的研究一般都建立在上述互补或互反判断矩阵现

有的理论基础上[7～ 11 ]. 但是, 由于三角模糊数运算

的复杂性和特殊性,许多经典判断矩阵的理论并非

完全适用于三角模糊数判断矩阵. 因此,需要对三角

模糊数判断矩阵相关理论进行推广和创新. 本文主

要研究三角模糊数互补判断矩阵的性质和排序问

题.

2　主要结果
2. 1　相关概念及性质

设X = {X 1,⋯, X n}为方案集,记N = {1,⋯,

n}. 专家需要对决策方案进行两两比较. 专家按互反

型和互补 (模糊) 型标度进行赋值,分别得到互反判

断矩阵和互补 (模糊) 判断矩阵. 若矩阵B = (bij ) n×n

满足 bii = 1, bij = 1öbj i, bij > 0, i, j ∈N ,则称B 为

互反判断矩阵. 若B 为互反判断矩阵, 且满足 bij =

bikbk j , i, k , j ∈N ,则称B 为完全一致性互反判断矩

阵. 若 Ξ = (Ξ1, Ξ2,⋯, Ξn) T 为完全一致性互反判断

矩阵B 的排序向量,则 bij = ΞiöΞj , i, j ∈N . 若矩阵

A = (a ij ) n×n满足 a ii = 0. 5, a ij + a j i = 1, a ij ≥ 0, i,

j ∈N , i≠ j ,则称A 为互补判断矩阵. 若互补判断

矩阵A = (a ij ) n×n 满足 a ikak ja j i = a ija j kak i, i, j , k ∈

N , i≠ j ≠ k ,则称A 为完全一致性互补判断矩阵.

互补判断矩阵A = (a ij ) n×n 和互反判断矩阵B =

(bij ) n×n可通过公式 a ij = bij ö(1 + bij ) 互相转换, i, j

∈N .

下面给出三角模糊数的一些运算和性质[7 ]: 设

a = (a l, am , an) , b = (bl, bm , bn) ,则

a Ý b = (a l, am , an) Ý (bl, bm , bn) =

(a l + bl, am + bm , an + bn) ;

a á b = (a l, am , an) á (bl, bm , bn) =

(a lbl, am bm , anbn) ;

a ≥ b Ζ a l ≥ bl, am ≥ bm , an ≥ bn;

a = b Ζ a l = bl, am = bm , an = bn;

1öa = (1öan , 1öam , 1öa l).

对于任意实数 a,都可以写成三角模糊数的形式,即

a = (a, a , a). 这里称 a l, am , an 分别为三角模糊数 a

的最小元素、中间元素、最大元素.

若三角模糊数矩阵A = (a ij ) n×n 中的元素满足

a ij = (a l ij , am ij , au ij ) , a j i = (a lj i, am j i, au j i) ,且 a lij + au j i

= am ij + am j i = auij + a lj i = 1, au ij ≥ am ij ≥ a l ij > 0,

i, j ∈N ,则称矩阵A 是三角模糊数互补判断矩阵;

若三角模糊数矩阵B = (bij ) n×n中的元素满足 bij =

(blij , bm ij , bu ij ) , bj i = (bl j i, bm j i, bu j i) ,且 blij õ bu j i = bm ij õ

bm j i = bu ij õ blj i = 1, bu ij ≥ bm ij ≥ blij > 0, i, j ∈N ,

则称矩阵B 是三角模糊数互反判断矩阵.

2. 2　完全一致性三角模糊数互补判断矩阵

定义 1　 若三角模糊数互反判断矩阵 B =

(bij ) n×n 的排序向量 Ξ = (Ξ1, Ξ2,⋯, Ξn) T , Ξi = (Ξli,

Ξm i, Ξu i) ,满足bij = ΞiöΞj , i, j∈N ,则称矩阵B 是完

全一致性三角模糊数互反判断矩阵.

下面讨论三角模糊数互反判断矩阵与三角模糊

数互补判断矩阵之间的相互转换关系.

定理 1　 三角模糊数互补判断矩阵 A =

(a ij ) n×n 与三角模糊数互反判断矩阵B = (bij ) n×n 之

间可通过如下公式相互转换:

a ij = (1 + bj i) - 1, i, j ∈N . (1)

　　证明　设B = (bij ) n×n为三角数模糊互反判断

矩,令 a ij = (1 + bj i) - 1,即

(a l ij , am ij , au ij ) =
1

1 + (blj i, bm j i, bu j i)
=

(1ö(1 + bu j i) , 1ö(1 + bm j i) , 1ö(1 + blj i) ) ,

则

(a l j i, am j i, au j i) = ( 1
1 + bu ij

,
1

1 + bm ij
,

1
1 + blij

).

从而有

a l ij + au j i = (1 + bu j i) - 1 + (1 + bl ij ) - 1 =

(1 + bu j i) - 1 + (1 + b- 1
u j i ) - 1 = 1.

同理可得am ij + am j i = 1, au ij + a lj i = 1. 同时,显然有

au ij ≥ am ij ≥ a l ij 对所有的 i, j ∈N 成立. 从而A =

(a ij ) n×n 是三角模糊数互补判断矩阵.

采用类似的方法可以证明, 三角模糊数互补判

断矩阵可通过式 (1) ,即 bij = a - 1
j i - 1转换为三角模

糊数互反判断矩阵. □

下面讨论三角模糊数互补判断矩阵完全一致性

的概念.

设V = (v 1,⋯, v n) T 是完全一致性三角模糊数

互反判断矩阵B = (bij ) n×n的排序向量,显然有bij =

v iöv j ,其中 v i = (v l i, vm i, v u i) , i, j ∈N . 令 a ij = 1ö(1

+ bj i) ,即

a ij = 1ö(1 + v j öv i) =

( v li

v li + v u j
,

vm i

vm i + vm j
,

v u i

v l j + v u i
).

若设Ξ = (Ξ1, Ξ2,⋯, Ξn) T 是三角模糊数互补判断矩

阵A = (a ij ) n×n 的排序向量,且有

a ij = (a lij , am ij , au ij ) =

( Ξl i

Ξli + Ξu j
,

Ξm i

Ξm i + Ξm j
,

Ξu i

Ξlj + Ξu i
) ,

则这里显然不满足 a ij a jkak i = a j iak ja ik. 对 Π i, j , k ∈

N ,有

　　 1
a ij

- 1 = ( 1
au ij

- 1,
1

am ij
- 1,

1
a lij

- 1) =
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　　 (Ξlj öΞu i, Ξm j öΞm i, Ξu j öΞli) ,

则

( 1
au ij

- 1) ( 1
au jk

- 1) ( 1
auk i

- 1) =

Ξl j

Ξu i

Ξlk

Ξu j

Ξli

Ξuk
=

Ξl i

Ξu j

Ξlj

Ξuk

Ξlk

Ξu i
=

( 1
au j i

- 1) ( 1
auk j

- 1) ( 1
au ik

- 1). (2)

同理可证

( 1
a l ij

- 1) ( 1
a l jk

- 1) ( 1
a lk i

- 1) =

( 1
a l j i

- 1) ( 1
a lk j

- 1) ( 1
a l ik

- 1) , (3)

( 1
am ij

- 1) ( 1
am jk

- 1) ( 1
am k i

- 1) =

( 1
am j i

- 1) ( 1
am k j

- 1) ( 1
am ik

- 1) , (4)

即

( 1
a ij

- 1) ( 1
a jk

- 1) ( 1
ak i

- 1) =

( 1
a j i

- 1) ( 1
ak j

- 1) ( 1
a ik

- 1) , (5)

从而得到完全一致性三角模糊数互补判断矩阵的概

念.

定义 2　 若三角模糊数互补判断矩阵 A =

(a ij ) n×n 中的元素满足条件 (5) , 则称该判断矩阵具

有完全一致性 (或一致传递性). 具有完全一致性的

三角模糊数互补判断矩阵称为完全一致性三角模糊

数互补判断矩阵.

同完全一致性互补判断矩阵类似, 三角模糊数

互补判断矩阵的一致传递性同样反映了人们思维的

一致性. 为了更好地说明这个问题,下面给出比一致

传递性更强的一个概念—— 严格强传递性.

定义 3　 三角模糊数互补判断矩阵 A =

(a ij ) n×n 中的元素满足 a ij ≥ (1ö2, 1ö2, 1ö2) , a j k ≥

(1ö2, 1ö2, 1ö2) ,则有如下结论:

1) 若 a lij ≥ a l jk , am ij ≥ am jk , au ij ≥ au jk , 即 a ij ≥

a j k ,则 a l ik ≥ a lij 或 am ik ≥ am ij 或 au ik ≥ au ij;

2) 若 a lj k ≥ a lij , am jk ≥ am ij , au jk ≥ au ij ,即 a j k ≥

a ij ,则 a lik ≥ a lj k 或 am ik ≥ am jk 或 au ik ≥ au jk.

称矩阵A 具有严格强传递性.

定义 3的含义是, 若方案 X i 优于 X j 的程度为

a ij , 方案X j优于X k的程度为 a jk ,则X i优于X k的程

度 a ik至少为三角模糊数m ax{a ij , a j k }中相应的 3个

元素的最大者.

定理 2　完全一致性三角模糊数互补判断矩阵

A = (a ij ) n×n 具有严格强传递性.

证明 　 设 a ij ≥ (1ö2, 1ö2, 1ö2) , a jk ≥ (1ö2,

1ö2, 1ö2). 结论 1) 的证明与结论 2) 完全相同,这里

只证明结论 2).

用反证法. 不妨设 a ik < a j k ,有 a l ik < a ljk , au ik <

au jk , am ik < am jk ,则 1 - a lik > 1 - a l jk ,即 auk i > auk j ,

所以有

1
au ik

- 1 >
1

au jk
- 1,

1
auk j

- 1 >
1

auk i
- 1. (6)

又因为 a ij ≥ (1ö2, 1ö2, 1ö2) ,所以 a j i≤ (1ö2, 1ö2,

1ö2) ,从而

0 <
1

au ij
- 1≤ 1,

1
au j i

- 1≥ 1. (7)

由式 (2) 和 (7) 可知

1õ ( 1
au jk

- 1) ( 1
auk i

- 1) ≥

( 1
au ij

- 1) ( 1
au jk

- 1) ( 1
auk i

- 1) =

( 1
au j i

- 1) ( 1
auk j

- 1) ( 1
au ik

- 1) ≥

1õ ( 1
auk j

- 1) ( 1
au ik

- 1) ,

即

( 1
au jk

- 1) ( 1
auk i

- 1) ≥ ( 1
auk j

- 1) ( 1
au ik

- 1) . (8)

然而,由式 (6) 可知

( 1
au jk

- 1) ( 1
auk i

- 1) < ( 1
auk j

- 1) ( 1
au ik

- 1) , (9)

恰与式 (9) 矛盾,所以a lik≥a lj k , au ik≥au jk成立. 同理

可证 am ik ≥ am jk 成立. □

定理 2说明,三角模糊数 a ik 中至少有一个元素

比 a ij 和 a jk两数的最大者中相应元素大. 通过定理 2

可以看出, 所给的三角模糊数互补判断矩阵完全一

致性的定义是合理的.

中分传递性是完全一致性互补判断矩阵的另外

一条极为重要的性质, 它体现了人们决策思维的心

理特征,符合思维决策的一致性. 对于三角数模糊互

补判断矩阵,同样需要建立中分传递性的概念,并且

完全一致性三角模糊数互补判断矩阵也应该具有中

分传递性,从而体现人们思维的一致性. 如下定义和

定理说明了这个基本的事实:

定义 4 设三角数模糊互补判断矩阵 A =

(a ij ) n×n ,若对任意的 i, j , k ∈N , i≠ j ≠ k ,都有:当

0. 5≤Κ≤ 1,若 a ij ≥ (Κ, Κ, Κ) , a jk ≥ (Κ, Κ, Κ) ,则 au ik

≥ Κ;当0 < Κ≤0. 5,若a ij≤ (Κ, Κ, Κ) , a jk≤ (Κ, Κ, Κ) ,

则 a l ik ≤ Κ. 则称矩阵A 具有中分传递性.

定义4的含义是,若方案X i优于X j的程度为a ij

≥ (Κ, Κ, Κ) ,方案X j优于X k的程度为a jk≥ (Κ, Κ, Κ) ,

则X i优于X k的程度a ik至少满足其最大元素大于Κ;
若方案X j 优于X i的程度为 a ij ≤ (Κ, Κ, Κ) ,方案 X k
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优于X j 的程度为 a j k ≤ (Κ, Κ, Κ) ,则X k 优于X i的程

度 a ik 至少满足其最小元素小于 Κ.
定理 3　完全一致性三角模糊数互补判断矩阵

具有中分传递性.

证明　设A = (a ij ) n×n为完全一致性三角模糊

数互补判断矩阵,且对任意 i, j , k∈N ,有 i≠ j≠k.

当 0. 5≤ Κ≤ 1,若 a ij ≥ (Κ, Κ, Κ) , a j k ≥ (Κ, Κ, Κ) ,则

由定理 2可知 au ik ≥ Κ;当 0≤ Κ≤ 0. 5,若 a ij ≤ (Κ,

Κ, Κ) , a jk ≤ (Κ, Κ, Κ) ,则 a j i≥ (1 - Κ, 1 - Κ, 1 - Κ) ,

ak j ≥ (1 - Κ, 1 - Κ, 1 - Κ). 采用反证法证明,假设

a l ik > Κ,即 a ik > (Κ, Κ, Κ) , ak i < (1 - Κ, 1 - Κ, 1 - Κ)

成立. 显然可得

1
a l ij

- 1≥ 1
Κ - 1,

1
a lj k

- 1≥ 1
Κ - 1,

1
a l j i

- 1≤ 1
1 - Κ- 1,

1
a lk j

- 1≤ 1
1 - Κ- 1.

(10)

由式 (3) 和 (10) 知

( Κ
1 - Κ) ( Κ

1 - Κ) ( 1
a lik

- 1) ≥

( 1
a lj i

- 1) ( 1
a lk j

- 1) ( 1
a l ik

- 1) =

( 1
a lij

- 1) ( 1
a l jk

- 1) ( 1
a lk i

- 1) ≥

(1 - Κ
Κ ) (1 - Κ

Κ ) ( 1
a lk i

- 1).

整理得

1
a l ik

- 1≥ ( 1
a lk i

- 1)
(1 - Κ) 4

Κ4 .

由 1öa lk i - 1 > 1ö(1 - Κ) - 1知

a lik < Κ3 [Κ3 + (1 - Κ) 3 ]- 1.

　　 很容易证明, 对 0 < Κ≤ 0. 5, Κ3 [Κ3 + (1 -

Κ) 3 ]- 1 ≤ Κ恒成立,即 a lik < Κ3 [Κ3 + (1 - Κ) 3 ]- 1≤

Κ< a l ik. 矛盾,从而 a lik ≤ Κ成立. □

定理 3说明,当 0. 5≤ Κ≤ 1,若 a ij ≥ (Κ, Κ, Κ) ,

a j k ≥ (Κ, Κ, Κ) ,则至少 a ik 中的最大元素 au ik 比 Κ大;

当 0 < Κ≤ 0. 5,若 a ij ≤ (Κ, Κ, Κ) , a j k ≤ (Κ, Κ, Κ) ,则

至少 a ik 中的最小元素 a l ik 比 Κ小.

定义 5　 三角模糊数互补判断矩阵 A =

(a ij ) n×n 中的元素若满足如下条件:

a ij ≥ (1ö2, 1ö2, 1ö2) ,

a jk ≥ (1ö2, 1ö2, 1ö2) ] a u ik ≥ 1ö2;

或

a ij ≤ (1ö2, 1ö2, 1ö2) ,

a jk ≤ (1ö2, 1ö2, 1ö2) ] a l ik ≤ 1ö2.

则称三角模糊判断矩阵具有弱传递性.

推论 1　完全一致性三角模糊数互补判断矩阵

A = (a ij ) n×n 具有弱传递性.

证明　由定理 3,只需令 Κ= 1ö2即可得证. □

2. 3　三角模糊数互补判断矩阵的排序方法

假设Ξ = (Ξ1, Ξ2,⋯, Ξn) T 是三角模糊数互补判

断矩阵A = (a ij ) n×n的排序向量,其中Ξi = (Ξli, Ξm i,

Ξu i) , i∈N ,则当A = (a ij ) n×n是完全一致性矩阵时,

a ij = (a l ij , am ij , au ij ) = (Ξl i (Ξli + Ξu j ) - 1, Ξm i (Ξm i +

Ξm j ) - 1, Ξu i (Ξlj + Ξu i) - 1). 即

a lij (Ξl i + Ξu j ) = Ξl i,

am ij (Ξm i + Ξm j ) = Ξm i,

au ij (Ξu i + Ξlj ) = Ξu i,

　　i, j ∈N .

(11)

但是, 在实际决策过程中所给的三角模糊数互补判

断矩阵往往并不是完全一致的, 即式 (11) 很难成

立. 因此,引入偏差函数

g l ij = [a l ij (Ξli + Ξu j ) - Ξli ]2,

gm ij = [am ij (Ξm i + Ξm j ) - Ξm i ]2,

g u ij = [au ij (Ξu i + Ξlj ) - Ξu i ]2.

显然,上述偏差函数总是越小越好. 建立如下目标优

化模型:

m in g l ij = [a lij (Ξli + Ξu j ) - Ξli ]2,

m in gm ij = [am ij (Ξm i + Ξm j ) - Ξm i ]2,

m in g u ij = [au ij (Ξu i + Ξlj ) - Ξu i ]2,

　　　0 < Ξl i≤ Ξm i ≤ Ξu i≤ 1;

0 < ∑
n

i= 1
Ξlj ≤ 1≤∑

n

i= 1
Ξu j , i, j ∈N .

　　因为目标函数之间没有偏好关系,因此建立下

列非线性规划模型:

m in J = ∑
n

j = 1
∑

n

i= 1
[a l ij (Ξli + Ξu j ) - Ξli ]2 +

　　　　[am ij (Ξm i + Ξm j ) - Ξm i ]2 +

　　　　[au ij (Ξu i + Ξlj ) - Ξu i ]2.

s. t.

　　　
0 < Ξl i≤ Ξm i≤ Ξu i≤ 1;

0 < ∑
n

i= 1
Ξl i≤ 1≤∑

n

i= 1
Ξu i, i∈N .

(12)

3　算例分析
　　设某决策者针对方案集合 (X 1, X 2, X 3} 给出的

三角模糊数互补判断矩阵为
(0. 5, 0. 5, 0. 5) (0. 4, 0. 6, 0. 8) (0. 3, 0. 6, 0. 8)

(0. 2, 0. 4, 0. 6) (0. 5, 0. 5, 0. 5) (0. 2, 0. 5, 0. 6)

(0. 2, 0. 4, 0. 7) (0. 4, 0. 5, 0. 8) (0. 5, 0. 5, 0. 5)

根据模型 (12) , 利用求解非线性规划的数学软件

L IN GO 可得

(Ξl1, Ξm 1, Ξu1) = (0. 20, 0. 43, 0. 61) ,

(Ξl2, Ξm 2, Ξu2) = (0. 14, 0. 28, 0. 28) ,
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(Ξl3, Ξm 3, Ξu3) = (0. 17, 0. 29, 0. 50).

利用文献[ 10 ] 给出的公式

Ξ(Α)
i =

1
2

[ (1 - Α) Ξli + Ξm i + ΑΞu i ],

i = 1, 2, 3,

计算三角模糊数的 Ξi ( i = 1, 2, 3) 的期望值,其中 Α
值的选择取决于决策者的风险态度. 当 Α> 0. 5时,

称决策者是追求风险的;当 Α= 0. 5时,表示决策者

是风险中立的;当 Α< 0. 5时,表示决策者是厌恶风

险的. 利用 Ξ(Α)
i ( i = 1, 2, 3) 值可得到如下相应的方

案排序:

ΞΑ
1 = 0. 32 + 0. 20Α;

ΞΑ
2 = 0. 21 + 0. 07Α;

ΞΑ
3 = 0. 23 + 0. 17Α.

显然对任意的 0≤ Α≤ 1,都有 Ξ1 > Ξ3 > Ξ2.

4　结　　语
　　严格强一致性和中分传递性是模糊判断矩阵所

特有的重要性质, 它反映了人们思维的一致性. 因

此,完全一致性三角模糊数互补判断矩阵也应同样

具有严格强一致性和中分传递性. 本文正是从这个

最基本的思想出发,给出了新的完全一致性三角模

糊数互补判断矩阵的概念,同时给出了严格强一致

性和弱一致性的定义. 在此基础上证明了它们之间

的关系,从而论证了所给的完全一致性概念的合理

性. 三角模糊数互补判断矩阵排序方法的研究也是

一个非常重要的课题,为此本文给出了基于最小二

乘的三角模糊数排序方法. 算例分析表明了该方法

的可行性和有效性.

迄今为止,对三角模糊数判断矩阵的研究还很

不完善,对其基础理论的研究和探讨将是一个很有

意义的课题.
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