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可数半M arkov决策过程折扣代价性能优化

殷保群, 李衍杰, 周亚平, 奚宏生
(中国科学技术大学 自动化系, 合肥 230027)

摘　要: 讨论一类可数半M arkov决策过程 (CSM D P)在折扣代价准则下的性能优化问题. 运用等价M arkov过程方

法,定义了折扣 Po isson 方程,并由该方程定义了 Α2势. 基于 Α2势,导出了由最优平稳策略所满足的最优性方程. 较

为详细地讨论了最优性方程解的存在性问题,并给出了其解存在的一些充分条件.
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Abstract: T he p rob lem of discoun ted2co st perfo rm ance op tim ization is addressed fo r a class of coun tab le sem i2
M arkov decision p rocesses (CSM D P s). By using an equ ivalen t M arkov p rocess, the discoun ted Po isson equation is

p ropo sed fo r a CSM D P. T h is equation is used to define the Α2po ten tia l, based on w h ich the op tim ality equation

satisfied by the op tim al sta t ionary po licy is derived. T he ex istence of so lu tions to the op tim ality equation is discussed

and som e sufficien t condit ions fo r the ex istence of so lu tions are given.
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1　引　　言
　　对于可数M arkov 决策过程 (CM D P)性能优化

问题的研究已取得了许多成果[1～ 6 ],但对半M arkov

决策过程 (SM D P) , 特别是可数半M arkov 决策过

程 (CSM D P)折扣模型的研究却很少. 文献 [ 5 ]利用

转化成离散时间M arkov 链的方法,在期望折扣总

报酬准则下,讨论了一类可数半M arkov 决策过程,

在一定的条件下,给出了最优性方程. 文献 [ 6 ]同样

研究了一类可数半M arkov 决策过程,通过引入一

个矩阵,给出了最优性方程以及迭代优化算法. 文献

[7 ]研究了一类有限半M ak rov 决策过程及性能灵

敏度分析问题. 文献[ 8 ]讨论了一类有限半M arkov

决策过程折扣性能优化问题. 文献[ 9 ]讨论了一类有

限半M arkov控制过程平均性能优化算法.

本文基于折扣 Po isson 方程, 研究了一类具有

可数状态空间的半M arkov 决策过程以及在折扣代

价准则下的性能优化问题. 实际上, 本文是将文献

[ 8 ]的结果推广到可数状态空间的情况. 由于在可数

状态空间下,一些可数矩阵的可逆性遇到了问题,故

在具体的处理方法上会与有限状态空间有所不同.

特别是本文在一定的条件下,证明了最优性方程解

的存在性. 最后讨论了最优性方程解存在的一些充

分条件,并举例说明了存在性定理中的条件是可以

满足的.



2　折扣性能准则
　　考虑一个半M arkov过程 (SM P) , Y = {Y t; t≥

0}, 具有可数状态空间 5 = {1, 2,⋯} 和行动空间

D . D ( i) < D 为状态 i的容许行动集. 本文假设对任

意的 i∈ 5 ,D ( i) 非空. 置X = {X n; n ≥ 0}为 Y 的

嵌入M arkov链, 0 = T 0 < T 1 < ⋯为相继的状态转

移时刻,则 (X , T ) = {X n , T n; n ≥ 0} 是一个具有状

态空间 5 的M arkov更新过程.

本文仅考虑平稳策略. 一个平稳策略是状态空

间到行动空间的一个映射v: 5 →D ,且对任意的 i∈

5 , v ( i) = d i∈D ( i). 记 v = (v (1) , v (2) ,⋯) ,并令

8 s为全体平稳策略集. 在策略 v 下,嵌入M arkov链

的转移矩阵为 P v = [P ( i, j , v ( i) ) ], 已知当前状态

为 i且下次转移到 j , Y 在状态 i的逗留时间的分布

函数为 F ( i, j , v ( i) , t). 如果设半M arkov 过程 Y 的

半M arkov核为Q v ( t) = [Q ( i, j , v ( i) , t) ],则对 i, j

∈ 5 , 有Q ( i, j , v ( i) , t) = P ( i, j , v ( i) ) F ( i, j , v ( i) ,

t). 这里,Q ( i, j , v ( i) , t) = P {X n+ 1 = j , T n+ 1 - T n≤

tûX n = i, v ( i) }不依赖于 n.

本文假设在任意策略 v ∈ 8 s 下, 嵌入M arkov

链X 是不可约正常返和非周期的. 令

h ( i, v ( i) , t) = 1 - ∑
j∈5

Q ( i, j , v ( i) , t) , (1)

h v ( t) = (h (1, v (1) , t) , h (2, v (2) , t) ,⋯) Σ, (2)

则有

h v ( t) = ( I - Q v ( t) ) e, (3)

这里 e = (1, 1,⋯) Σ. 设 f 是一个依赖于策略 v 的性

能函数,且对每一个 i∈ 5 , f ( i, õ) : D ( i) → (- ∞,

+ ∞) ,记 f v = (f (1, v (1) ) , f (2, v (2) ) ,⋯) Σ.

称 (Y , 5 ,D ,Q v ( t) , f v ) 为一个约束在平稳策略

集 8 s上的CSM D P,其无限水平折扣性能准则为

Γv
Α( i) = E {∫

+ ∞

0
e- Αtf (Y t, v (Y t) ) d tûY 0 = i},

i∈ 5 , v ∈ 8 s, (4)

这里 Α> 0是一个折扣因子.

3　Α- 势
　　为简化记号,暂时省略上标“v”. 对于Α≥ 0,令

Q Α =∫
+ ∞

0
e- ΑtQ (d t) ,

hΑ =∫
+ ∞

0
e- Αth ( t) d t,

R Α =∫
+ ∞

0
e- ΑtR (d t). (5)

这里R ( t) = [R ( i, j , t) ]为M arkov更新过程 (X , T )

的M arkov更新核[10 ]. 注意到Q (0) = 0,则有

　　Q 0 =∫
+ ∞

0
Q (d t) = Q (+ ∞) =

P = [P ( i, j ) ], (6)

　　h 0 =∫
+ ∞

0
h ( t) d t = (m (1) ,m (2) ,⋯) , (7)

这里m ( i) =∫
+ ∞

0
h ( i, t) d t为SM P Y 在状态 i的平均

逗留时间. 由假设知,对任意的 i∈ 5 , 有 0 < m ( i)

< + ∞. 此外,由式 (3) 有

ΑhΑ = ( I - Q Α) e. (8)

　　根据文献[ 10 ],有

( I - Q Α)R Α = R Α( I - Q Α) = I. (9)

特别地,如果状态空间有限,则矩阵 ( I - Q Α) 可逆,

且R Α = ( I - Q Α) - 1.

对 Α≥ 0,定义

A Α = ΑI - H - 1
Α ( I - Q Α) , (10)

其中 H Α = diag (hΑ(1) , h Α(2) ,⋯). 记 P Α = ΑH Α +

Q Α, + Α = H - 1
Α ,则易知 P Α是一个M arkov矩阵. 从而

A Α又可表示为

A Α = +Α(P Α - I ). (11)

因此,A Α= [A Α( i, j ) ]可作为一个M arkov过程的无

穷小矩阵.

对于 Α> 0,令

U Α =∫
+ ∞

0
e- ΑtP ( t) d t. (12)

这里: P ( t) = [P ( i, j , t) ], P ( i, j , t) = P {Y t = j ûY 0

= i}. 显然有

U Αe = eöΑ. (13)

此外,由文献[ 10 ] 中的式 (10. 5. 14) ,有

U Α = R ΑH Α. (14)

故当 Α> 0时,由A Α的定义,易知

(ΑI - A Α)U Α = U Α(ΑI - A Α) = I. (15)

特别地,如果状态空间有限,则矩阵 (ΑI - A Α) 可逆,

且U Α = (ΑI - A Α) - 1.

现在再加上上标“v”. 由 Γv
Α的定义,易见

Γv
Α( i) =∫

+ ∞

0
e- Αt∑

j∈5
P v ( i, j , t) f ( j , v ( j ) ) d t,

i∈ 5 , v ∈ 8 s. (16)

故若记 Γv
Α = (Γv

Α(1) , Γv
Α(2) ,⋯) Σ,则有

Γv
Α = U v

Αf
v , v ∈ 8 s, (17)

于是,由式 (15) 可得

(ΑI - A v
Α) Γv

Α = f v , v ∈ 8 s. (18)

　　对任意的 v ∈ 8 s, Α≥ 0,定义CSM D P 的折扣

Po isson 方程为

(ΑI - A v
Α) g v

Α = f v -
ep v

Αf
v

1 + Α, (19)

其中 p v
Α是方程

p v
ΑA

v
Α = 0, p v

Αe = 1 (20)

的一个非负解. 可以证明,在嵌入M arkov链X 不可
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约正常返和非周期的条件下,此方程存在非负解. 当

Α> 0时,称 g v
Α为CSM D P 的 Α2势.

当 Α> 0时, 在式 (19) 两边左乘U v
Α, 并运用式

(13) , (15) 及 (17) ,可得

Γv
Α = g v

Α +
ep v

Αf
v

Α(1 + Α).
(21)

由式 (21) 可知,折扣 Po isson 方程 (19) 存在唯一解

g v
Α.

4　最优性方程及其解的存在性
　　由式 (18) 和 (15) ,容易得到下列引理:

引理 1　对任意的 v′, v ∈ 8 s,有

Γv′

Α - Γv
Α =

U v
Α[ (f v′+ A v′

Αg v′

Α) - (f v + A v
Αg

v′

Α) ]. (22)

由引理 1,可以得到最优性方程.

定理 1　v 3 ∈ 8 s是 (Y , 5 ,D ,Q v ( t) , f v ) 在折扣

代价准则下的一个最优平稳策略的充分必要条件为

v 3 满足方程

0 = inf
v∈8 s

{f v + A v
Αg

v3
Α 2ΑΓv3

Α }. (23)

　　方程 (23) 称为CSM D P 基于 Α2势的折扣代价
最优性方程. 由式 (21) , 最优性方程 (23) 也可表示

为

0 = inf
v∈8 s

{f v - (ΑI - A v
Α) Γv3

Α }. (24)

　　下面研究最优性方程解的存在性. 先给出下面

2个假设:

假设 1　f v 一致有界,即存在M ,使对任意的 d

∈D ( i) , i∈ 5 ,有 û f ( i, d ) û ≤M .

假设 2　存在 Κ> 0, 使对任意的 Α> 0, d ∈

D ( i) , i∈ 5 ,有

∑
j≠i

Q Α( i, j , d ) ≤ Κh Α( i, d ). (25)

　　假设 2不太容易验证,这里研究假设 2成立的

一些充分条件. 由于 h ( i, d , t) 是 t的不增函数,故其

关于 t在[ 0, + ∞) 上几乎处处可微. 从而不难得到

下列引理:

引理 2　若存在 Κ> 0,使对任意的 d ∈D ( i) ,

i∈ 5 ,均有

h′( i, d , t) ≥- Κh ( i, d , t) (26)

关于 t在[ 0, + ∞) 上几乎处处成立,则假设 2成立.

引理 3　若存在 Κ> 0,使对任意的 t≥ 0, d ∈

D ( i) , i∈ 5 ,均有

h ( i, d , t) ≥ e- Κt, (27)

则假设 2成立.

定理 2　在假设 1和假设 2成立的条件下,对每

一个 Α> 0,有:

1) 存在唯一有界的 Γ3
Α 满足最优性方程

0 = inf
v∈8 s

{f v - (ΑI - A v
Α) Γ3

Α }; (28)

　　2) 如果存在 v 3 ∈ arg inf
v∈8 s

{f v - (ΑI - A v
Α) Γ3

Α },

则 v 3 是一个最优平稳策略.

证明　由式 (8) 和假设 2,对任意的Α> 0, d ∈

D ( i) , i∈ 5 ,有

ûA Α( i, i, d ) û =

ûΑ- h - 1
Α ( i, d ) (1 - Q Α( i, i, d ) ) û =

h - 1
Α ( i, d )∑

j≠i

Q Α( i, j , d ) ≤ Κ. (29)

故若令P
�v

Α= A v
ΑöΚ+ I , Β= Κö(Κ+ Α) ,则显然P

�v
Α是

一个M arkov矩阵,且 0 < Β < 1. 而式 (28) 变为

Γ3
Α = inf

v∈8 s
{

f v

Κ+ Α+ ΒP�v
ΑΓ3

Α }. (30)

因此,根据文献[ 6 ] 便可得到该定理. □

例 1　考虑一个CSM D P,状态空间 5 = {1, 2,

⋯}, 容许行动集D ( i) = [ 2, + ∞) , i ∈ 5. 嵌入

M arkov 链的转移概率如下: P (1, 1, v (1) ) = 1 -

e- (7ö8) v (1) , P (1, 2, v (1) ) = e- (7ö8) v (1) ; 对于 i = 2, 3,

⋯, P ( i, i - 1, v ( i) ) = e- (3ö8) v ( i) , P ( i, i + 1, v ( i) ) =

e- (1ö8) v ( i) , P ( i, i, v ( i) ) = 1 - e- (3ö8) v ( i) - e- (1ö8) v ( i) ;其

余 P ( i, j , v ( i) ) 全为 0. 分布函数为

F ( i, j , v ( i) , t) =
t

v ( i)
, 0≤ t≤ v ( i) ;

1, t > v ( i) ;

i, j ∈ 5.

则可以验证假设 2成立,且 Κ= 1.

5　结　　语
　　本文讨论了一类CSM D P 的折扣代价性能优化

问题,将有限状态空间半M arkov 决策过程的相关

结果推广到可数状态空间的情况. 考虑到可数矩阵

的可逆性问题,在某些具体的处理过程中,采取了与

有限状态空间有所不同的方式. 特别是在一定的条

件下,证明了最优性方程解的存在性,并较为详细地

讨论了最优性方程解存在的一些充分条件. 这些结

果可直接用于研究可数半M arkov 系统的控制和优

化问题.
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