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基于单位分解的一类非线性系统的变结构控制设计

王银河, 韩东方
(汕头大学 理学院, 广东 汕头 515063)

摘　要: 采用单位分解概念和技术,结合变结构控制方法和LM I方法,讨论一类非线性系统的控制设计问题. 首先

利用单位分解在紧致域上能够以任意给定精度逼近连续函数的性质,将一类非线性系统表示为带有误差的近似模形

式;然后在误差满足某些条件的情况下,利用变结构控制设计了渐近稳定控制器;最后以仿真实例说明了该方法的有

效性.
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Abstract: T he con tro ller design p rob lem is addressed fo r a class of non linear system s by using part it ion of un ity and

variab le structu re con tro l m ethod. A nonlinear con tro l system is rep resen ted as an app rox im ate model w ith erro rs.

T hen, a variab le structu re con tro ller is designed based on the app rox im ate model and under certa in erro r condit ions.

A symp to tic stab ility of the clo sed2loop system is ensured. A n examp le show s the validity of the p ropo sed m ethod.
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1　引　　言
　　微分几何概念和方法是对非线性系统进行控制

设计的重要工具[1 ]. 使用微分几何的概念和方法可

以将被控系统数学模型转化为各种类型的标准型;

然后从这些标准型出发进行控制设计[1, 2 ]. 单位分解

是微分几何中的一个重要概念,它是与流形上的开

覆盖簇紧密相关、具有局部支撑及归一和的函数簇.

利用单位分解的这些特性,可以将系统状态空间的

局部性质拼接起来,从而得到系统的某些整体性质.

在材料和岩石力学领域已经取得了利用单位分解的

特性来改进有限元计算方法的成果[3 ] ,但这些方法

不涉及控制设计问题. 在系统控制设计方面已经证

明在一个欧氏空间的紧致域上,单位分解的线性组

合具有以任意精度逼近连续函数的能力[4 ]. 利用这

一特性可以逼近被控系统不确定性, 然后结合

L yapunov 方法等为某些不确定线性系统设计鲁棒

控制器[4～ 6 ].

　　本文采用单位分解概念和技术,结合变结构控

制方法[7 ]和LM I方法,讨论了一类非线性系统的控

制设计问题. 基本思路是,首先利用单位分解的逼近

性质,将原系统转化为某种带有误差的近似模标准

型; 然后基于这个近似模设计系统的变结构镇定控

制器. 所设计的控制器在一定条件下,能够保证被控

系统渐近稳定.

2　系统描述
　　考虑如下形式的非线性控制系统:



xα= F (x ) x + B G (x , t) u. (1)

其中:状态x ∈Uϖ Α Rn ,Uϖ < Rn是紧致域;输入u∈

R r; F (x ) = (f ij (x ) ) n×n; G (x , t) = (g il (x , t) ) r×r 是

在Uϖ上连续的非奇异函数矩阵; B 是一个n× r阶的

实数矩阵.

定义1[8 ]　设{U i} ( i = 1, 2,⋯,N ) 是R n中紧致

域Uϖ的一个开覆盖. 从属于这个开覆盖的 C∞ 单位

分解是指定义在U = ∑
N

i= 1
U i上的满足下列条件的一

组C∞函数{Αi}:

1) 在U 上, Αi≥ 0;

2) 对于任意的 1≤ i≤N ,存在U i使Αi的支撑

集 supp (Αi) Α U i;

3) 对于任意的 x ∈U ,∑
N

i= 1
Αi (x ) = 1. 其中集合

supp (Αi) > {x ∈U ûΑi (x ) ≠ 0}.

定理1[8 ]　对于紧致域Uϖ Α R n的任何一个开覆

盖{U i} 都存在一个从属于它的 C∞ 单位分解{Αi}, i

= 1, 2,⋯,N .

定义 2[4 ]　设 F 是由下列定义在紧致域Uϖ上的
某些连续函数组成的集合: f ∈ F 当且仅当存在一

个Uϖ的开覆盖{U i, i = 1, 2,⋯,N }和一个从属于它

的C∞单位分解{Αi},使得能有N 个实数Κ1, Κ2,⋯, ΚN

满足 f (x ) = ∑
N

i= 1
ΚiΑi (x ). 称 F 为基于紧致域Uϖ的单

位分解展式集合.

容易验证定义 2中集合 F 在度量 d∞ (f 1, f 2) =

sup
x∈U

-
û f 1 (x ) - f 2 (x ) û 意义下是一个度量空间.

定理2[4 ]　对于任意给定的紧致域Uϖ < R n上的

实连续函数 g 和任意正实数 Ε> 0,一定存在 f ∈ F

使得

sup
x∈U

-
ûg (x ) - f (x ) û < Ε. (2)

　　在应用定理 2时,可以首先选择紧致域的开覆

盖, 进而构造出单位分解{Αi}, 得到表达式 f (x ) =

∑
N

i= 1

ΚiΑi (x ) ;然后利用线性估计的理论和技术确定参

数 Κi. 关于如何选取单位分解可参见文献[ 4, 5 ].

定理 3　设Νi = Νi (x ) (1≤ i≤m ) 是m 个在紧

致域Uϖ < Rn上连续的函数, Εi > 0是任意给定的m

个实数, 那么一定存在一个Uϖ < Rn 上的开覆盖

{U k }和从属于它的单位分解{Αk }, k = 1,⋯,N , 以

及m ×N 个实数 Χik , 使下列不等式同时成立:

sup
x∈U

- ûΝi (x ) - ∑
N

k= 1
Χik Αk (x ) û < Εi. (3)

　　证明　利用定理2,针对Νi = Νi (x ) , 1≤ i≤m ,

有从属于Uϖ 的开覆盖{U ik } 的单位分解 Αik , k = 1,

⋯,N i,使对于任意给定的 Εi > 0, 有下列不等式成

立:

sup
x∈U

- ûΝi (x ) - ∑
N i

k= 1
Κik Αikû < Εi. (4)

　　构造Uϖ的一个开覆盖簇{U ik , 1≤ i≤m , 1≤ k

≤N i}. 容易验证函数簇{
1

m
Αik , 1≤ i≤m , 1≤ k ≤

N i} 是从属于{U ik , 1≤ i≤m , 1≤ k ≤N i} 单位分

解. 记 Αλik =
1

m
Αik , Κλik = m Κik. 式 (4) 可改写为

sup
x∈U

- ûΝi (x ) - ∑
N i

k= 1

Κλik Αλikû < Εi. (5)

其中 Αλik 可按次序排列如下:

Αδj = Αλ1j , 1≤ j ≤N 1;

ΑδN 1+ j = Αλ2j , 1≤ j ≤N 2;

ΑδN 1+ N 2+ j = Αλ3j , 1≤ j ≤N 3;

　　　　�

Αδ∑
m - 1

k= 1
N k+ j = Αλm j , 1≤ j ≤N m. (6)

也即式 (5) 可表示为

sup
x∈U

- ûΝi (x ) - ∑
N

s= 1

ΚδisΑδsû < Εi. (7)

其中

N = ∑
m

i= 1
N i,

Κδis =
Κλis,∑

i- 1

k= 1
N k ≤ s≤∑

i

k= 1
N k ,

0, o ther.
□

　　定理 3说明对于不同的函数可采用同一个单位

分解进行逼近, 逼近项的差异在形式上只是单位分

解线性组合的系数不同. 下面利用定理 3将系统 (1)

表示为另外一种称之为“带有误差的近似模”形式.

对于系统 (1) 中的函数 f ij (x ) , i, j = 1,⋯, n ,利

用定理 3, 有从属于开覆盖{U k } 的单位分解{Αk }, k

= 1,⋯,N ,使下列等式成立:

f ij (x ) = ∑
N

k= 1
Κk

ij Αk (x ) + eij (x ) , (8)

其中误差 eij (x ) 满足sup
x∈U

-
ûeij (x ) û < Εij.

假设 1　

F (x ) = (f ij (x ) ) n×n , G (x ) = (g il (x ) ) n×r

在∪
N

k= 1
U k 上连续.

假设 2　在式 (8) 中,选取Κk
ij = f ij (x k ) ,其中 x k

= (x k1　x k2　⋯　x kn) T 是从属于开覆盖{U k } 的一

组采样点, k = 1, 2,⋯,N , i, j = 1,⋯, n.
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由式 (8) ,有

F (x ) x = ∑
N

k= 1

Αk (x )A kx + (eij (x ) ) n×nx , (9)

其中A k = (Κk
ij ) n×n. 因此, 系统 (1) 可表示为以下带

有误差的近似模:

xα= ∑
N

k= 1
Αk (x )A kx + B G (x , t) u + e, (10)

其中误差 e = (eij (x ) ) n×nx.

3　变结构控制设计
　　本文需要以下假设:

假设 3　系统 (1) (或 (10) ) 中,矩阵B 列满秩.

假设 4　系统 (10) 中,存在有界连续向量函数

eγ(x ) 使误差 e = (eij (x ) ) n×nx 满足匹配条件 e =

B eγ(x ) ,其中‖eγ(x )‖≤ Α(x ) , Α(x ) 是已知的在覆

盖域上连续的非负函数.

假设 5　存在正定对称矩阵 P 和 r× n 阶矩阵

M 使下列线性矩阵不等式 (LM I) 同时成立 (k = 1,

2,⋯,N ) :

A kP + PA T
k + BM + M TB T < 0. (11)

对于系统 (10) ,在上述假设下,提出以下变结构控制

器:

u =

G - 1 (x , t) {- ∑
N

k= 1

Αk (x ) (B T P - 1B ) - 1B TP - 1A kx -

Σ1s - Σ2 sign s - a (x )‖x‖sign s}, (12)

其中 Σ1 和 Σ2 是正的可调参数. 其余符号如下:

s = (B TP - 1B ) - 1B T P - 1x. (13)

滑模面为

S = {x ∈R n; s = 0}. (14)

符号函数

sign s = (sign s1　sign s2　⋯　sign sr) T ,

(15)

其中 s = (s1　s2　⋯　sr) T.

定理 4　考虑系统 (10) (或 (1) ) ,若假设 1～ 假

设 5 成立, 则变结构控制器 (12) 能使系统 (10) (或

(1) ) 渐近稳定.

证明　考虑正定函数W = ‖s‖2 = sT s,它沿

系统 (10) 关于 t的导数为

d
d t

(‖s‖2) =

- 2Σ1sTs - 2Σ2sT sign s -

2 (a (x )‖x‖sT sign s - sTeγ). (16)

注意到不等式 si sign si ≥ 0,等号成立当且仅当 si =

0, 1≤ i≤ r,有

(∑
r

i= 1
si sign si)

2
≥∑

r

i= 1
s2

i sign2si≥∑
r

i= 1
s2

i. (17)

于是,利用柯西 2施瓦兹不等式及假设 4得

d
d t

(‖s‖2) ≤

- 2Σ1sT s - 2Σ2sT sign s≤ 0. (18)

由此,定理 4得证. □

4　仿真算例
　　考虑下面的倒立摆系统[9 ]:

　　　　xα1 = x 2,

　　　　xα2 =
g sinx 1 - 0. 5m Κlx 2

2 sin 2x 1

l (4ö3 - Κm co s2x 1) +

- Κco s x 1

l (4ö3 - Κm co s2x 1) u. (19)

其中: x 1 为离开垂直线的摆角度, x 2 为角速度, u 为

加在小车上的控制力, Κ= 1ö(M + m ) ,其余符号参

见文献[ 9 ]. 参照文献[ 9 ], 取m = 2. 0 kg,M = 8. 0

kg, 2l = 1. 0 m . 容易看出,倒立摆系统 (19) 可表示

为

xα1

xα2

=
0 1

f 21 f 22

x 1

x 2

+
0

1
G (x ) u. (20)

其中

f 21 =
g ∃ (x 1)

l (4ö3 - Κm co s2x 1) ,

f 22 =
- 0. 5m Κlx 2 sin 2x 1

l (4ö3 - Κm co s2x 1) ,

G (x ) =
- Κco s x 1

l (4ö3 - Κm co s2x 1) ;

连续函数

∃ (x 1) =

sin x 1

x 1
, x 1 ≠ 0;

1, x 1 = 0.

考虑紧致域

Uϖ = 0
22
45

Π × [ 0　200 ].

选取覆盖

U 1 = (- 5°　45°) × (- 10　250) ,

U 2 = (30°　60°) × (- 10　250) ,

U 3 = (50°　89°) × (- 10　250).

相应的采样点分别为

(0　0) , (45°　200) , (88°　200).

直接计算得近似模 (10) 中的矩阵分别为

A 1 =
0 1

17. 294 1 0
,

A 2 =
0 1

14. 307 7 - 16. 216 2
,

A 3 =
0 1

9. 566 9 - 1. 046 5
.

取初值 x (0) = [ 1. 5　0 ]T (1. 5≈ 86°) ,仿真结果如
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图 1　状态 x1 响应曲线

图 2　状态 x2 响应曲线

图 3　具有线性控制器的状态 x1 响应曲线

图 4　具有线性控制器的状态 x2 响应曲线

图1和图2所示. 作为比较, 本文选用线性控制器u

= 143. 33x 1 + 45. 33x 2 (该控制器将系统 (19)的近

似线性化模型的极点配置到 - 2, - 2) , 其控制效

果如图 3和图 4所示. 由此可以看出,本文得到的非

线性控制器具有更强的控制能力.

5　结　　论
　　利用单位分解的逼近性质,可以将非线性系统

表示为带有误差的近似模型. 由这个近似模型出发,

可以较为方便地讨论误差满足一定条件的非线性系

统的控制设计问题.
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