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基于CARM A 模型多变量系统的 j 步输出预估

程 轶 平
(北京交通大学 电子信息工程学院, 北京 100044)

摘　要: 用于广义预测控制 (GPC)的单变量 j 步预估器传统上是在多项式域采用丢番图方程导出的,针对与其等价

的状态空间形式预估器,对该预估器的多变量扩展进行了 z 域分析,得到一个多项式域的基于CA RM A 模型的多变

量 j 步预估器. 该预估器可以简化多变量系统的GPC 算法设计,在单变量情形,该预估器即为传统的GPC 预估器,最

后提供了传统GPC 预估器与状态空间形式预估器等价性的严格证明.
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Abstract: T he S ISO j 2step2ahead p redicto r fo r generalized p redict ive con tro l (GPC) is tradit ionally derived using the

po lynom ial app roach th rough D iophan tine equations. A n equ ivalen t version of the p redicto r in sta te2space fo rm is

availab le in the litera tu re. A z 2dom ain analysis of the M IM O extension of the sta te2space p redicto r is carried ou t,

then an M IM O j 2step2ahead p redicto r in po lynom ial fo rm based on the CA RM A model is derived. T he p redicto r can

simp lify GPC algo rithm design fo r m ult ivariab le system s. In the S ISO case the p redicto r is just the tradit ional GPC

p redicto r. A rigo rous p roof of the equ ivalence betw een the tradit ional GPC p redicto r and the sta te2space p redicto r is

p ropo sed.

Key words: GPC; M ultivariab le con tro l; CA RM A model

1　引　　言
　　最早出现的预测控制算法DM C 和M A C 分别

基于被控对象的阶跃响应模型和冲激响应模型,因

此都只适用于稳定的对象. C larke 等[1 ]提出的广义

预测控制 (GPC)则采用了基于被控对象传递函数模

型的 j 步预估器,能够适用于不稳定对象,因此, j 步

预估器是GPC 的基石.

传统的GPC 预估器是针对单变量系统的,采用

输入输出表述 (也称为多项式表述或传递函数表

述). 很多学者提出其多变量扩展和ö或状态空间表
述[2～ 6 ], 文献[ 3～ 6 ]在单变量情形与传统GPC 预估

器并不等价,而文献[ 2 ]虽然给出了等价的状态空间

形式的预估器,却没有涉及多变量扩展,也没有给出

等价性的严格证明.

本文将文献 [ 2 ]提出的 (单变量)状态空间 j 步

预估器推广到多变量情形,并对其进行 z 域分析,进

而得到一个采用多项式表述的基于CA RM A 模型

的多变量 j 步预估器. 该预估器可以简化多变量系

统的GPC 算法设计. 在单变量情形,该预估器即为

传统的GPC 预估器,最后提供了传统GPC 预估器与

状态空间形式预估器等价性的严格证明.

2　被控对象模型
　　CA RM A 模型 (A RM A X 模型)是本文采用的

被控对象的输入输出模型,其形式为



A [z - 1 ]y (k ) =

B [z - 1 ]u (k ) + C [z - 1 ]v (k ). (1)

其中: y (k ) 是被控对象的输出, 为 q × 1 列向量序

列; u (k ) 是被控对象的控制输入,为 p × 1列向量序

列; v (k ) 是被控对象的扰动输入,为 q× 1离散时间

白噪声; z , z - 1 分别为前移算子和后移算子;

A [z - 1 ], B [z - 1 ], C [z - 1 ] 分别是关于 z - 1的 q× q, q

× p , q× q矩阵多项式,可以写成

A [z - 1 ] = I + A 1z - 1 + ⋯ + A nz - n , (2)

B [z - 1 ] = B 1z - 1 + ⋯ + B nz - n , (3)

C [z - 1 ] = I + C 1z - 1 + ⋯ + C nz - n , (4)

I 是单位矩阵. 注意到B 0 = 0,因为假定被控对象为

严格真. 当 q = p = 1 时, 式 (1) 退化成单变量

CA RM A 模型.

文献[ 1 ] 采用的被控对象模型是具有如下形式

的CA R IM A 模型:

A [z - 1 ]y (k ) = B [z - 1 ]u (k ) +

C [z - 1 ]∃ - 1v (k ) , (5)

其中∃ = 1 - z - 1. 这样∃ - 1就是离散积分算子,因此

式 (5) 意味着被控对象的扰动输入为积分白噪声.

可以对式 (5) 的两端同时作用 ∃算子,这样式 (5) 化

为CA RM A 形式,即

(1 - z - 1)A [z - 1 ]y (k ) =

(1 - z - 1)B [z - 1 ]u (k ) + C [z - 1 ]v (k ). (6)

因此, CA R IM A 模型 (5) 可以看成是CA RM A 模型

(1) 的一种特殊情况. CA RM A 模型在形式上更为

规整, 便于数学处理, 因此本文的讨论都将基于

CA RM A 模型进行.

CA RM A 模型 (1) 是一种算子描述, 可以方便

地写出其传递函数形式

Y (z ) = G (z )U (z ) + T (z )V (z ). (7)

其中Y (z ) ,U (z ) ,V (z ) 分别是 y (k ) , u (k ) , v (k ) 的 z

变换,同时

G (z ) = A - 1 [z - 1 ]B [z - 1 ], (8)

T (z ) = A - 1 [z - 1 ]C [z - 1 ]. (9)

注意到在式 (8) 和 (9) 中,A [z - 1 ],B [z - 1 ], C [z - 1 ]

看作是关于自变量 z 的函数.

CA RM A 模型作为被控对象的一种输入输出描

述,有其状态空间实现

x (k + 1) = 5 x (k ) + # u (k ) + +v (k ) , (10)

y (k ) = H x (k ) + v (k ). (11)

其中 5 , # , + , H 分别为m ×m ,m × p ,m × q, q×

m 实矩阵,并满足下列等式:

H (z I - 5 ) - 1# = G (z ) =

A - 1 [z - 1 ]B [z - 1 ], (12)

I + H (z I - 5 ) - 1+ = T (z ) =

A - 1 [z - 1 ]C [z - 1 ]. (13)

3　多变量状态空间 j 步预估器

　　针对S ISO 情形,O rdys等[2 ]给出了一个与传统

GPC j 步预估器等价的状态空间 j 步预估器,但关于

等价性文献 [ 2 ] 仅给出了不严格的说明. 本节基于

文献[ 2 ]的工作将其从 S ISO 扩展到M IM O ,等价性

的严格证明将在下节给出. 预估器的核心是如下状

态观测器:

Ν(k + 1) = (5 - +H ) Ν(k ) +

# u (k ) + +y (k ). (14)

　　将式 (14) 减去式 (10) ,并结合式 (11) 不难得到

　　　　　Ν(k + 1) - x (k + 1) =

　　　　　 (5 - +H ) [Ν(k ) - x (k ) ]. (15)

这说明,如果 5 - +H 的特征值均在单位圆内,则式

(14) 构成被控对象状态的渐近观测器. 在 k 时刻预

估 x (k + 1) 的表达式也可通过将观测器 (14) 外推

得到

xδ(k + 1ûk ) = (5 - +H ) Ν(k ) +

# u (k ) + +y (k ). (16)

　　根据式 (10) 对 x (k + j ) 进行预估,预估的原则

是:未来扰动输入的最优预估值是其数学期望 0. 有

xδ(k + j ûk ) =

5 j - 1xδ(k + 1ûk ) +

∑
j - 1

i= 1
5 i- 1# u (k + j - i). (17)

　　由式 (11) , (16) , (17) 可以得到 k时刻 y (k + j )

的最优预估值

y
δ(k + j ûk ) =

H 5 j - 1 (5 - +H ) Ν(k ) + H 5 j - 1+y (k ) +

∑
j

i= 1
H 5 i- 1# u (k + j - i). (18)

　　式 (18) 就是状态空间形式的 j 步预估器. 在整

个预估器中,只有状态观测器是在线计算的,因此其

稳定性关系到整个控制系统的内部稳定性, 但是该

问题在文献[ 2 ] 中并未得到讨论.

定理 1　如果C [z - 1 ]作为 z 的函数的所有零点

均在单位圆内, 则总可以找到式 (1) 的实现 (5 , # ,

+ , H ) ,使得 5 - +H 的所有特征值均在单位圆内.

证明　令

5 =

- A 1 I

� ω
- A n- 1 I

- A n 0 ⋯ 0

,
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　　　# =

B 1

�
B n- 1

B n

, + =

C 1 - A 1

�
C n- 1 - A n- 1

C n - A n

,

　　　H = [ I　0　⋯　0 ].

　　不难验证 (5 , # , + , H ) 构成式 (1) 的一个实现,

且有

5 - +H =

- C 1 I

� ω
- C n- 1 I

- C n 0 ⋯ 0

.

可以证明5 - +H 的特征值为C [z - 1 ]作为 z 的函数

的所有零点和 0. 因此,根据所设条件 5 - +H 的特

征值均在单位圆内. □

今后假定 C [z - 1 ] 作为 z 的函数的所有零点均

在单位圆内. 从定理 1和式 (15) 还发现状态观测误

差的收敛速度取决于这些零点的位置.

4　统一的M IMO CARM A 模型 j 步预估器
　　引理 1 (矩阵逆引理)　如果A , I + D A - 1B 为

非奇异,则

(A + B D ) - 1 = A - 1 - A - 1B ( I +

D A - 1B ) - 1D A - 1. (19)

　　定理 2　如果式 (12) 和 (13) 成立,则

H (z I - 5 + +H ) - 1# =

C - 1 (z - 1)B (z - 1) , (20)

H (z I - 5 + +H ) - 1+ =

I - C - 1 (z - 1)A (z - 1). (21)

　　证明　根据矩阵逆引理,

(z I - 5 + +H ) - 1 =

(z I - 5 ) - 1 - (z I - 5 ) - 1+ [ 1 +

H (z I - 5 ) - 1+ ]- 1H (z I - 5 ) - 1,

因此

H (z I - 5 + +H ) - 1# =

H (z I - 5 ) - 1# - H (z I - 5 ) - 1+ [ I +

H (z I - 5 ) + ]- 1H (z I - 5 ) - 1# =

G (z ) - [T (z ) - I ]T - 1 (z )G (z ) =

T - 1 (z )G (z ) = C - 1 (z - 1)B (z - 1).

　　同样可证明式 (21) 成立,故定理 2得证. □

分别记 Ν(k ) , yδ(k + j ûk ) 的 z 变换为 . (z ) ,

Yδ( j; z ). 则根据式 (14) 有

. (z ) = (z I - 5 + +H ) - 1 [#U (z ) + +Y (z ) ].

(22)

　　根据式 (18) 可进一步得到

Yδ( j; z ) =

zH 5 j - 1 (z I - 5 + +H ) - 1+Y (z ) +

[H 5 j - 1 (5 - +H ) (z I - 5 + +H ) - 1# +

∑
j

i= 1

z j - iH 5 i- 1# ]U (z ). (23)

　　令G i和 T i分别为G (z ) 和 T (z ) 的M arkov参

数,即

G (z ) = ∑
∞

i= 1

G iz
- i, T (z ) = I + ∑

∞

i= 1

T iz
- i.

这意味着对任意正整数 i,

G i = H 5 i- 1# , (24)

T i = H 5 i- 1+. (25)

　　引理 2　若式 (12) , (13) , (24) , (25) 成立, 则

有

H 5 j (z I - 5 ) - 1# =

z j [G (z ) - ∑
j

i= 1
G iz

- i ], (26)

H 5 j (z I - 5 ) - 1+ =

z j [T (z ) - I - ∑
j

i= 1
T iz

- i ]. (27)

　　证明

H 5 j (z I - 5 ) - 1# =

∑
∞

i= 1
H 5 i+ j - 1# z - i = z j∑

∞

i= 1
H 5 i+ j - 1# z - i- j =

z j∑
∞

i= j + 1

H 5 i- 1# z - i = z j [G (z ) - ∑
j

i= 1

G iz
- i ].

　　同样可证明式 (27) 成立,故引理 2得证. □

　　引理 3　若式 (12) , (13) , (24) , (25) 成立且 j

≥ 1,则有

zH 5 j - 1 (z I - 5 + +H ) - 1+ =

z j [T (z ) - I - ∑
j - 1

i= 1
T iz

- i ]T - 1 (z ). (28)

　　证明　根据引理 1,

(z I - 5 + +H ) - 1 =

(z I - 5 ) - 1 - (z I - 5 ) - 1+ [ I +

H (z I - 5 ) - 1+ ]- 1H (z I - 5 ) - 1.

因此

zH 5 j - 1 (z I - 5 + +H ) - 1+ =

zH 5 j - 1 (z I - 5 ) - 1+ - zH 5 j - 1 (z I - 5 ) - 1+ [ I +

H (z I - 5 ) - 1+ ]- 1H (z I - 5 ) - 1+ =

zH 5 j - 1 (z I - 5 ) - 1+ [ I + H (z I - 5 ) - 1+ ]- 1 =

z j [T (z ) - I - ∑
j - 1

i= 1
T iz

- i ]T - 1 (z ). □

　　引理 4　如式 (12) , (13) , (24) , (25) 成立且 j

≥ 1,则有

H 5 j - 1 (5 - +H ) (z I - 5 + +H ) - 1# +

∑
j

i= i

z j - iH 5 i- 1# =
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z j ( I + ∑
j - 1

i= 1
T iz

- i) T - 1 (z )G (z ). (29)

　　证明　式 (29) 左端的第一项可以分解为两部

分: H 5 j (z I - 5 + +H ) - 1# 和 - H 5 j - 1+H (z I -

5 + +H ) - 1#. 根据引理 1,可得

H 5 j (z I - 5 + +H ) - 1# =

H 5 j (z I - 5 ) - 1# - H 5 j (z I - 5 ) - 1+ [ I +

H (z I - 5 ) - 1+ ]- 1H (z I - 5 ) - 1# =

z j [G (z ) - ∑
j

i= 1
G iz

- i ] - z j [T (z ) -

I - ∑
j

i= 1
T iz

- i ]T - 1 (z )G (z ).

　　根据式 (25) 和定理 2可得

- H 5 j - 1+H (z I - 5 + +H ) - 1# =

- T j T
- 1 (z )G (z ).

　　又根据式 (24) 可得 (29) 左端第二项

∑
j

i= 1
z j - iH 5 i- 1# = z j∑

j

i= 1
G iz

- i.

　　因此,式 (29) 左端等于

z j [G (z ) - ∑
j

i= 1

G iz
- i ] + z j [T (z ) - I -

∑
j

i= 1
T iz

- i ]T - 1 (z )G (z ) -

T j T
- 1 (z )G (z ) + z j∑

j

i= 1
G iz

- i =

z jG (z ) - z j [T (z ) - I -

∑
j - 1

i= 1
T iz

- i ]T - 1 (z )G (z ) =

z j ( I + ∑
j - 1

i= 1
T iz

- i) T - 1 (z )G (z ). □

　　为简化记号,对任意 j≥1,定义如下的关于 z - 1

的多项式:

E j [z - 1 ] = I + ∑
j - 1

i= 1

T iz
- i. (30)

　　将引理 3和引理 4结合起来,即为关于状态空

间 j 步预估器的频域性质定理.

定理 3　如式 (12) , (13) , (23)～ (25) , (30) 成

立,则

Y
δ( j; z ) =

z j [T (z ) - E j [z - 1 ] ]T - 1 (z ) Y (z ) +

z jE j [z - 1 ]T - 1 (z )G (z )U (z ). (31)

　　定理 3实际上用频域 (输入输出域) 语言给出

了一个统一的M IM O j 步预估器. 该预估器在本节

中是通过状态空间预估器推导过来的, 但也可以用

纯输入输出域的方法推导,由于文章篇幅所限,将其

省略. 为了使该预估器的使用更为方便, 将式 (31)

的右端用A [z - 1 ],B [z - 1 ], C [z - 1 ] 表示

Y
δ( j; z ) =

z j ( I - E j [z - 1 ]C - 1 [z - 1 ]A [z - 1 ]) Y (z ) +

z j E j [z - 1 ]C - 1 (z - 1)B (z - 1)U (z ). (32)

将式 (32) 写成多项式算子形式,即

yδ(k + j ûk ) =

z j ( I - E j [z - 1 ]C - 1 [z - 1 ]A [z - 1 ]) y (k ) +

E j [z - 1 ]C - 1 [z - 1 ]B [z - 1 ]u (k + j ). (33)

　　同样,将 E j [z - 1 ]用A [z - 1 ], C [z - 1 ]表示. 注意

到 E j [z - 1 ] 是 T (z ) 的 z - 1 幂级数展开的部分和,因

此 只 需 求 得 各 个 T i 即 可. 而 由 T (z ) =

A - 1 [z - 1 ]C [z - 1 ],对任意 i≥ 1有

T i = C i - ∑
i- 1

s= 0

A i- sT s. (34)

　　这样式 (33) 与辅助的式 (30) 和 (34) 一起构成

了针对CA RM A 模型 (1) 的统一的输入输出描述 j

步预估器. 该预估器是显式的, 而文献 [ 7 ] (引理

7. 4. 3) 给出的同类预估器是隐式的, 因此, 本文的

预估器更为实用、方便.

对 S ISO 情形,式 (33) 可以化简为

yδ(k + j ûk ) =

z j C [z - 1 ] - E j [z - 1 ]A [z - 1 ]
C [z - 1 ]

y (k ) +

E j [z - 1 ]B [z - 1 ]
C [z - 1 ]

u (k + j ). (35)

　　容易看出,式 (35) 完全等价于基于丢番图方程

推出的传统GPC j步预估器. 这样,就完成了多变量

状态空间预估器 (18) 和多变量CA RM A 模型预估

器 (33) 在单变量情况下与传统 GPC j 步预估器等

价性的证明.

5　结　　语
　　本文基于文献[ 2 ]提出的单变量GPC 预估器的

状态空间表述,将其扩展为多变量状态空间表述,然

后以矩阵逆引理[8 ]为工具分析其频域性质,得到了

完整的基于CA RM A 模型的多变量 j 步预估器. 对

于多变量系统,它可以使得人们在给定CA RM A 模

型的基础上直接表达出 j 步输出预估, 从而简化

GPC 算法设计,具有重要的实际意义.
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之有效的方案.

F2SV KR 以结构风险最小化SRM 为优化目标,

同时控制经验风险和置信范围,即使在样本数较少

的情况下, 也表现出较强的推广能力; 当样本较少

时,以经验风险最小化ERM 为优化目标的神经网

络法通常都会出现过学习现象,并且难以对其进行

有效的控制. F2SV KR 求解的是一个二次规划问

题,可以从理论上保证收敛到全局最优点;而神经网

络较容易收敛到局部极值点.

采用核函数将非线性问题从原空间映射到高维

特征空间,可以转化为线性问题进行求解,且可以越

过映射的具体形式,有效避免维数灾难问题;神经网

络通过启发式方法对特定问题进行求解,缺乏先验

信息时,网络结构的确定难以有效解决,通常用实验

的方式反复试凑,在很大程度上依赖于实验人员的

经验. 经过反复优化,神经网络虽然可以取得较高的

精度, 但是要达到同一精度指标, 需要花费很多时

间,而本文方法只需花费较少的训练时间即可做到.

预测电网负荷时, F2SV KR 方法和多参数同步

优化策略展示出良好的性能,具有较大的实用价值

和良好的应用前景. 分析其优势和可能存在的不足,

并通过深入分析电网负荷的特点,构建性能良好的

回归机是下一步要做的工作.
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