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摘　要: 讨论了一般非线性控制系统的线性化问题. 基于一般非线性系统相关阶的概念,以微分几何方法为工具,给

出一般非线性系统可线性化的一个充要条件,分析了相关阶、特征函数和系统维数的关系,并严格证明了线性化判据

的必要性.

关键词: 一般非线性系统; 相关阶; 线性化; 特征矩阵

中图分类号: N 941. 4　　　　文献标识码: A

Relative D egree and L inear iza tion of Genera l Non l inear System

H A N Z h i2tao
1a , J IN G Y uan2w ei

1b , DUA N X iao2d ong
2, ZH A N G S i2y ing

1b

( 1a. Co llege of Science, 1b. Co llege of Info rm ation Science and Engineering, N o rtheastern U niversity, Shenyang

110004, Ch ina; 2. D epartm ent of Computer, D alian N ationalit iy U niversity, D alian 116000, Ch ina. Co rresponden t:

HAN Zh i2tao , E2m ail: hanzh itao2001@ 126. com )

Abstract: T he linearizat ion p rob lem of general non linear con tro l system s is discussed. Based on the concep t of

rela t ive degree of general non linear system s, a necessary and sufficien t condit ion fo r the linearizat ion of general

non linear con tro l system s is p resen ted by m eans of the differen tia l geom etry m ethod. T he rela t ionsh ip betw een

rela t ive degree, index m atrix and dim ension of system s is analyzed. T he necessity of linearizat ion criteria is p roved

theo rit ically.
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1　引　　言
　　近几十年来,由于微分几何等数学工具的引入,

非线性控制系统理论取得了较大的进展,一系列重

要的非线性控制系统问题都得到深入研究. 在非线

性系统的几何理论中,相关阶[1, 2 ]的概念已成为研究

非线性系统的重要工具. 借助其概念,许多重要问题

如解耦、线性化[3～ 7 ]、渐近稳定性、输出调节[8 ]等都

得到了较好的解决.

相关阶的概念主要针对仿射非线性系统,在更

一般的系统中讨论这些问题在理论和应用上均有重

要意义. 仿射非线性系统的相关阶已得到广泛应用:

文献[ 9 ]首次给出了一般非线性系统的相关阶概念,

给出了相应的标准型,并用它研究了局部反馈渐近

镇定[10, 11 ]等问题,但利用一般系统相关阶的概念研

究线性化问题还较为少见. 本文利用非线性系统相

关阶的概念研究了一般非线性系统的线性化问题,

给出了用相关阶判别一般非线性系统可线性化的充

要条件.

2　预备知识和相关阶概念
　　考虑如下系统:

xα= f (x , u ) ,

y = h (x ).
(1)

其中 x ∈R n, u ∈R m , y ∈R p 分别表示系统的状态、

输入和输出.

定义 1　系统 (1) 在点 (x 0, u 0) 具有相关阶{r1,

⋯, rp ) ,若
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1) 在点 (x 0, u 0) 的某个邻域

5
5u j

(L t
f (x , u) h i (x ) ) = 0,

1≤ j ≤m , 1≤ i≤ p , t≤ ri - 1; (2)

　　2) p ×m 阶矩阵

A (x , u ) =

5
5u 1

L
r1
f (x , u) h 1 (x ) ⋯ 5

5um
L

r1
f (x , u) h 1 (x )

� ω �
5

5u 1
L

rp
f (x , u) hp (x ) ⋯ 5

5um
L

rp
f (x , u) hp (x )

(3)

在点 (x 0, u 0) 的秩为 p.

定义2　系统 (1) 在点 (x 0, u 0) 的某个邻域内可

局部线性化是指存在坐标变换 z = 5 (x ) 和可逆的

反馈 u = u (x , v ) 使系统 (1) 在新坐标下表示为

zα=
55
5x

f (x , u (x , v ) ) x = 5 - 1 (z ) = A z + B v ,

y = h (x ) x = 5 - 1 (z ) = C z ,

(4)

且式 (4) 为能控系统.

3　主要结果
　　 定理 1　 设系统 (1) 有相同数量的输入和输

出, x ∈R n , u∈R m , y ∈R m ,则系统 (1) 在点 (x 0, u 0)

的某个邻域内可局部线性化的充要条件是:

1) 系统的相关阶满足 r1 + ⋯ + rm = n;

2) m ×m 阶特征矩阵

A (x , u ) =

5
5u 1

L
r1
f (x , u) h 1 (x ) ⋯ 5

5um
L

r1
f (x , u) h 1 (x )

� ω �
5

5u 1
L

rm
f (x , u) hm (x ) ⋯ 5

5um
L

rm
f (x , u) hm (x )

在点 (x 0, u 0) 的秩为m.

证明　1) 充分性:取系统 (1) 的新坐标为

Νi
t = L t

f (x , u) h i (x ) ,

1≤ i≤m , t≤ ri - 1.

　　由文献[ 1 ]和假设条件Νi
t与u无关且线性无关,

在新坐标下有

Ν
õ

1
0 = Ν1

1, Ν
õ

1
1 = Ν1

2,

　　�

Ν
õ

1
r1- 2 = Ν1

r1- 1, Ν
õ

1
r1- 1 = L

r1
f (x , u) h 1 (x ) ;

　　�

Ν
õ

m
0 = Νm

1 , Ν
õ

m
1 = Νm

2 ,

　　�

Ν
õ

m
rm - 2 = Νm

rm - 1, Ν
õ

m
rm - 1 = L

rm
f (x , u) hm (x ).

再设

v 1 = L
r1
f (x , u) h 1 (x ) ,

　�
vm = L

rm
f (x , u) hm (x ).

　　由Νi
t与 u 线性无关可知矩阵A (x , u ) 在点 (x 0,

u 0) 的秩为m ,则在点 (x 0, u 0) 的邻域内,根据隐函数

存在定理可以解出u i = u i (x , v ) ,在此反馈下原系统

是一个线性能控系统.

2) 必要性: 设系统 (1) 经过坐标变换和反馈变

为线性能控系统,即有 z = 5 (x ) 和可逆的反馈 u =

u (x , v ) 使系统 (1) 在新坐标下表示为

zα= A z + B v ,

y = C z.
(5)

　　式 (5) 为B runow sky 标准型

A = diag (A 1,⋯,A m ) ,

B = diag (b1,⋯, bm ).

其中A i 是 r i× r i矩阵,且

A i =

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

� � � ω �
0 0 0 ⋯ 1

0 0 0 ⋯ 0

;

bi是 r i× 1向量,且 bi = co l (0,⋯, 0, 1).

现在对向量 z = 5 (x ) 进行分解,有 z = co l (z 1,

⋯, zm ) ,且 y i = (1, 0,⋯, 0) z i,其中 d im (z i) = ri. 直

接计算可知线性系统

z = A z + B v ,

y = C z ,

对以上的输出 y i = h i 有特征指数{r1,⋯, rm }, 且 r1

+ r2 + ⋯ + rm = n. 即

L g j
L t

f h i (z ) = L bj
L t

A z h i (z ) = 0,

0≤ t≤ r i - 1, 1≤ i, j ≤m .

　　当 t = r i时,对 Π 1≤ i≤m ,存在 z 0和 1≤ j

≤m , 使 L bj
L ri

A z
h i (z 0) ≠ 0. 注意到 L A z + B vh i (z ) =

L A z h i (z ) + L B h i (z ) v , h i (z ) 是线性函数,有

L t
A z + B vh i (z ) = L t

A z h i (z ) + L BL t- 1
A z h i (z ) v. (6)

其中

L B h i (z ) = (L b1h i (z ) ,⋯,L bm h i (z ) ) ,

v = co l (v 1,⋯, vm ).

　　由式 (6) 可以看出式 (7) 与式 (8) 等价:

5
5v j

L t
A z + B vh i (z ) = 0,

1≤ i, j ≤m , t≤ r i, (7)

L BL t
A z h i (z ) = 0, t≤ r i. (8)

　　当 t = r i时,对 Π 1≤ i≤m ,存在 z 0和 1≤ j

≤m ,使
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L bj
L riA z h i (z 0) ≠ 0. (9)

矩阵

A (z , v ) =

5
5v 1

L
r1
A z + B vh 1 (z ) ⋯ 5

5vm
L

r1
A z + B vh 1 (z )

� ω �
5

5v 1
L

rm
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5vm
L

rm
A z + B vhm (z )

(10)

的秩为m . 可以看出,式 (9) 与式 (10) 等价.

下面推导 rankA (z , v ) = rankA (x , u ) ,即A (z ,

v ) 与A (x , u ) 同秩. 首先

5
5v

L A z + B vh (z ) =

5
5v

L 55
5x f (x , u (x , v) )

x = 5 - 1 (z ) h (x ) x = 5 - 1 (z ) =

5
5v

L 55
5x f (x , u (x , v) ) h (x ) û x = 5 - 1 (z ) =

5u
5v

5
5u

5h (x )
5x {

55
5x
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5u
5v

5
5u

55
5x

L f (x , u) h (x ) û x = 5 - 1 (z ) =

5u
5v

55
5x {

5
5u

L f (x , u) h (x ) }û x = 5 - 1 (z ) ,

其次

L
2
55
5x f (x , u (x , v) ) h (x ) û x = 5 - 1 (z ) =

L f 55
5x f (x , u)L 55

5x f (x , u) h (x ) û x = 5 - 1 (z ) =

55
5x

f (x , u ) 5
5x {

55
5x

L f (x , u) h (x ) }û x = 5 - 1 (z ) =

55
5x

f (x , u ) {
525
5x 2L f (x , u) h (x ) +

55
5x

5
5x

L f (x , u) h (x ) }û x = 5 - 1 (z ) =

{
55
5x

525
5x 2 f (x , u )L f (x , u) h (x ) +

(555x )
2
L 2

f (x , u) h (x ) }û x = 5 - 1 (z ).

　　由此可得

5
5v

L 2
A z + B vh (z ) =

5
5v

L
2
55
5x f (x , u (x , v) )

x = 5 - 1 (z ) h (x ) x = 5 - 1 (z ) =

5u
5v

5
5u {

55
5x

525
5x 2 f (x , u )L f (x , u) h (x ) +

(555x )
2
L 2

f (x , u) h (x ) }û x = 5 - 1 (z ).

再由假设55
5x
和5u

5v
都是可逆矩阵,可以推出在点 (x 0,

u 0) 的某个邻域内

5
5u j

(L t
f (x , u) h i (x ) ) = 0,

1≤ j ≤m , 1≤ i≤m , t≤ ri - 1,

且m ×m 阶矩阵

A (x , u ) =

5
5u 1

L
r1
f (x , u) h 1 (x ) ⋯ 5

5um
L

r1
f (x , u) h 1 (x )

� ω �
5

5u 1
L

rm
f (x , u) hm (x ) ⋯ 5

5um
L

rm
f (x , u) hm (x )

在点 (x 0, u 0) 的秩为m. □

4　结　　论
　　一般非线性控制系统的线性化是系统分析的一

个重要方面, 对于仿射非线性系统已有判别法判别

它是否可以线性化,而对一般非线性控制系统并没

有相应的判别法. 本文用微分几何方法研究了一般

非线性控制系统, 借用一般非线性系统相关阶的概

念, 得出一般非线性控制系统可以线性化与各输出

函数相关阶的和及特征矩阵的秩的关系, 为研究和

分析一般非线性控制系统的线性化问题提供了判别

方法.
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空间由 3个离散值 + 1, - 1和 0构成. 回报函数设

计为

r t =
- 1, x < 0. 5;

0, x ≥ 0. 5.
(22)

　　每次学习实验小车的初始状态为 x = - 0. 5, v

= 0,当小车到达 G 点或时间步数超过设定值时,当

前学习结束. 学习系统的性能由每次实验中小车从

起始点运动到G点的时间步数来评价. 仿真中,网络

权值初始化为[ - 1, 1 ]内的随机值, Χ= 0. 98, ΑC =

0. 2, ΑA = 0. 3, Χc = 0. 35, ΗL = 3. 0, Ηg = 0. 01, Ε=

0. 135 4, Σ= 0. 45, d Ε= 0. 01, ΓΛ = 0. 05, ΓΡ = 0. 03,

采样周期为 0. 02 s.

图 3 给出了仿真曲线. 图 3 (a) 为模糊

A cto r2C rit ic强化学习算法在M oun ta in Car问题中

的一次典型运行的学习曲线,横坐标为学习次数,纵

坐标为每次学习实验中小车从S点运动到G 点所需

的时间步数. 从图中可以看出,学习系统在经过大约

60 次学习后,小车可以在 100个时间步内到达目标

点,表明小车已获得了有效的快速爬山控制策略. 图

3 (b)～ (d)给出了学习控制器在经过80次学习后系

统的有关状态变化数据,其中图 3 (b)为小车的位置

曲线,从图中可以看出,小车在动力不足的情况下,

必须利用反向运动来积蓄爬山所要求的势能. 由上

述曲线可以看出,模糊A cto r2C rit ic学习算法在有收

敛性保证的同时,具有良好的学习效率和泛化性能.

5　结　　语
　　本文充分利用模糊推理的可理解性与RBF 神

经网络的学习能力,采用FRBF 神经网络建立的模

糊推理系统来实现模糊A cto r2C rit ic学习,解决状态

空间泛化中易出现的“维数灾”问题. FRBF 网络具

有根据环境状态和被控对象特性的变化进行网络规

则层节点动态、自适应地增加和合并的能力,文中分

别给出了节点增加的TD 误差标准和 if2part 标准,

以及节点合并的模糊相似性测度准则. 另外,采用梯

度下降法对网络规则层节点的中心和宽度进行在线

调整. M oun ta in Car 控制的仿真结果验证了本文算

法的有效性.
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