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非线性系统零解稳定性判定的广义二次型方法
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摘　要 : 为了寻找一种能充分利用矩阵理论构造非线性系统李亚普诺夫函数的方法 ,首先提出分量函数矩阵和广义

二次型函数等概念 ,得到了如果一个函数的导数具有某种特定形式 ,则不需处理旋度方程 ,便可直接得到该函数的若

干定理 ;然后提出一种构造李亚普诺夫函数和判定非线性系统零解稳定性的广义二次型方法 ,并举例说明了该方法

的应用.理论和实例表明 ,该方法是一种充分利用矩阵特性 ,适用范围广且不需处理旋度方程的方法.
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Abstract : In order to take advantage of matrix for const ructing Lyapunov function of nonlinear systems , some

conceptions , such as element function matrix and generalized quadratic form function , are proposed. The

corresponding theorems are then proofed , in which if a function’s derivative has a certain form , then the function

could be directly concluded without dealing with rotation equations. Finally , a method of const ructing Lyapunov

function , so called generalized quadratic form method , is presented for zero2solution stability criterion of nonlinear

systems. An example indicates it s application. The theory and example of the proposed method show that the

generalized quadratic form method take advantage of matrix characteristics , and is available in many cases.
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1　引　　言
　　李亚普诺夫稳定性定理作为处理一般系统稳定

性问题的最主要的方法之一 ,已得到广泛的应

用[126 ] .文献[1 ,2 ]运用李亚普诺夫稳定性定理 ,对定

常系统的稳定性问题进行了有益的探讨 ,得到了如

下判据 :

引理 1　设 U 为原点的某邻域 ,定常系统

Ûx = f ( X) . (1)

其中 : X ∈U , f (0) = 0且 f (·) ∈C∞ ( R) .如果存

在连续可微函数 V ( X) ,V (0) = 0 , 且其沿系统 (1)

轨线的导数 ÛV ( X) 在原点的邻域内是定号的 ,则当

V ( X) 是与 ÛV ( X) 正负号相反的定号函数时 ,系统

(1) 的平衡点 X = 0是渐近稳定的 ;否则该平衡点不

稳定.

此结果表明 , 一旦求得某个定号的导函数

ÛV ( X) ,则可构造出给定系统的李亚普诺夫函数 ,并

对给定系统的稳定性作出判定.定号导函数的存在

已在很大程度上得到了证明[7 ] .然而 ,构造李亚普诺

夫函数虽然有克拉索夫斯基法[8 ,9 ]、变量梯度方

法[9 ,10 ] 等多项成果 ,但要构造非线性系统的李亚普

诺夫函数 ,无论是根据李亚普诺夫稳定性定理还是

引理 1 ,都很困难.比如得到的 V ( X) 和 ÛV ( X) 表达

式复杂 ,其定号性判定困难等.

本文以针对非线性定常系统而提出的分量函数

矩阵和广义二次型函数为工具 ,提出一种构造李亚

普诺夫函数和判定非线性定常系统零解稳定性的方
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法 ,即广义二次型方法.利用这一方法 ,只要能构造

出一个符合要求的分量函数矩阵 �K( X) ,使得另一

与 �K( X) 密切相关的分量函数矩阵 Q( X) 负定 ,就

能构造出一个可判定给定系统稳定性的李亚普诺夫

函数 ,并能对给定系统的稳定性作出判定.该方法既

有比较成熟的矩阵理论背景 ,又具有变量梯度法的

优点 ,不需要处理旋度方程 ,较好地解决了非线性定

常系统稳定性的判定问题.

2　相关符号和定义
　　X = ( x1 , x2 , ⋯, x n) T ∈Rn和 X

( i) = ( x i
1 , x i

2 ,

⋯, x i
n) T为以 X各元素的 i 次幂为元素的向量 , X

(1)

= X.

定义 1　称以 X的各分量为自变量的多元连续

函数 k ( x1 , x2 , ⋯, x n) 为 X 的分量函数 , 记为

k ( X) ;称以 X的分量函数为元素的 n ×n的方阵

K( X) =

k11 ( X) k12 ( X) ⋯ k1 n ( X)

k21 ( X) k22 ( X) ⋯ k2 n ( X)

… … …

kn1 ( X) kn2 ( X) ⋯ knn ( X)

为分量函数矩阵.

注 1　常数矩阵 K是分量函数矩阵的特殊情

况.

定义 2　设 K( X) 为对称分量函数矩阵 (即

( K( X) ) T = K( X) ,下文同) ,则称函数 f ( X) =

( X
( i) ) T K ( X) X

( i) 为广义二次型函数 ,简称广义二

次型.

注 2　二次型是广义二次型的特殊情况.

定义 3　设 K( X) 为对称分量函数矩阵 ,广义

二次型 f ( X) = X T K( X) X ,如果 :

1) f ( X) 为原点邻域的正定函数 ,则称 K( X)

为正定 ,并称 K( X) 的定号性为正定 ;

2) f ( X) 为原点邻域的负定函数 ,则称 K( X)

为负定 ,并称 K( X) 的定号性为负定 ;

注 3　函数 f ( X) = X T K( X) X在原点邻域内

正 (负) 定的定义与文献[1 ]完全相同.

3　广义二次型方法
　　广义二次型方法是一种构造李亚普诺夫函数

和判定非线性定常系统零解稳定性的方法 ,其基本

依据是定理 1和定理 2 .

定理 1　设对称分量函数矩阵

�K( X) =

k11 ( x1 ) k12 ( x1 x2 ) ⋯ k1 n ( x1 x n)

k21 ( x2 x1 ) k22 ( x2 ) ⋯ k2 n ( x2 x n)

… … …

kn1 ( x n x 1 ) kn2 ( x n x 2 ) ⋯ knn ( x n)

. (2)

其中 : k pp ( x p) 为 x p 的连续函数 , kpq ( x p x q) =

kqp ( x q x p ) 为 x p与 x q的乘积 x p x q的连续函数 , p , q

= 1 , 2 , ⋯, n.

如果函数 V ( X) 的全导数

ÛV ( X) = ÛX T �K( X) X + X T �K( X) ÛX , (3)

则可求得

V ( X) = X T �K( X) X . (4)

其中

　�K( X) =

　

2
x2

1∫
x1

0
k11 ( x1 ) x1 d x1

1
x1 x2∫

x2 ( x1 = x1 )

0
k12 ( x1 x2 ) x1 d x2 ⋯ 1

x1 x n∫
x n

( x1 = x1 )

0
k1 n ( x1 x n) x1 d x n

1
x1 x2∫

x2 ( x1 = x1 )

0
k21 ( x2 x1 ) x1 d x2

2
x2

2∫
x2

0
k22 ( x2 ) x2 d x2 ⋯ 1

x2 x n∫
x n

( x2 = x2 )

0
k2 n ( x2 x n) x2 d x n

… … …

1
x1 x n∫

x n
( x1 = x1 )

0
kn1 ( x n x 1 ) x1 d x n

1
x2 x n∫

x n
( x2 = x2 )

0
kn2 ( x n x 2 ) x2 d x n ⋯ 2

x2
n∫

x n

0
knn ( x n) x n d x n

. (5)

　　证明 　设▽V 为 V ( X) 的梯度 ,则

(▽V ) T = ( 5V
5 x1
　⋯　 5V

5 x n
) =

(▽V 1 　⋯　▽V n) ,

其中▽V i表示▽V 沿坐标轴 i 方向的分量.

依据变量梯度法 ,有

V ( X) =∫
X

0
(▽V ) T d X. (6)

线积分 (6) 与路径无关的条件是其旋度方程满足

5 (▽V p )
5 x q

=
5 (▽V q)

5 x p
, p , q = 1 ,2 , ⋯, n. (7)

又根据式 (2) 和 (3) ,得 V ( X) 的梯度

▽V =

5V
5 x1

…

5V
5 x n

=

▽V 1

…

▽V n

=

2

k11 ( x1 ) x1 + k12 ( x1 x2 ) x2 + ⋯+ k1n ( x1 x n) x n

k12 ( x1 x2 ) x1 + k22 ( x2 ) x2 + ⋯+ k2n ( x2 x n) x n

…

k1n ( x1 x n) x1 + k2n ( x2 x n) x2 + ⋯+ knn ( x n) x n

. (8)

任取 0 ≤p , q ≤n.当 p ≠q时 ,不失一般性 ,设 p <

q ,并设 y = x p x q , f = kpq ( x p x q) = k pq ( y) ,则由所

28
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设和式 (8) 得

5 ( ▽V p )
5 x q

= 2 ( 5
( k pq ( x p x q) x q)

5 x q
) =

2 ( d f
d y

5 y
5 x q

) x q + 2 f = 2 y
d f
d y

+ 2 f . (9)

5 ( ▽V q)
5 x p

= 2 ( 5
( k pq ( x p x q) x p )

5 x p
) =

2 ( d f
d y

5 y
5 x p

) x p + 2 f = 2 y
d f
d y

+ 2 f . (10)

　　由 p , q的任意性和式 (9) , (10) 得式 (7) 成立 ,

即 V ( X) =∫
X

0
(▽V ) T d X满足线积分与路径无关的

条件.所以将式 (6) 按路径 (0 , ⋯,0) →( x1 ,0 , ⋯,0)

→ ( x1 , x2 ,0 , ⋯,0) →⋯→ ( x1 , x2 , ⋯, x n) 作线

积分 ,并将 V ( X) 写成矩阵形式即得式 (4) ,其中

�K ( X) 如式 (5) . □

注 4　定理 1中 ,如果对称分量函数矩阵

�K( X) =

∑
j

i = 1

ik ( i)
11 x2 ( i- 1)

1 ∑
j

i = 1

ik ( i)
12 x i- 1

1 x i- 1
2 ⋯ ∑

j

i = 1

ik ( i)
1n x i- 1

1 x i- 1
n

∑
j

i = 1

ik ( i)
21 x i- 1

1 x i- 1
2 ∑

j

i = 1

ik ( i)
22 x2 ( i- 1)

2 ⋯ ∑
j

i = 1

ik ( i)
2n x i- 1

2 x i- 1
n

… … …

∑
j

i = 1

ik ( i)
n1 x i- 1

1 x i- 1
n ∑

j

i = 1

ik ( i)
n2 x i- 1

2 x i- 1
n ⋯ ∑

j

i = 1

ik ( i)
nn x 2 ( i- 1)

n

,

(11)

其中 k
( i)
pq = k

( i)
qp ( p , q = 1 ,2 , ⋯, n) 为实常数 ,则可求

得 V ( X) 如式 (4) ,且

�K( X) =

∑
j

i =1

k ( i)
11 x2 ( i- 1)

1 ∑
j

i = 1

k ( i)
12 x i- 1

1 x i- 1
2 ⋯ ∑

j

i = 1

k ( i)
1n x i- 1

1 x i- 1
n

∑
j

i =1

k ( i)
21 x i- 1

1 x i- 1
2 ∑

j

i = 1

k ( i)
22 x2 ( i- 1)

2 ⋯ ∑
j

i = 1

k ( i)
2n x i- 1

2 x i- 1
n

… … …

∑
j

i =1

k ( i)
n1 x i- 1

1 x i- 1
n ∑

j

i = 1

k ( i)
n2 x i- 1

2 x i- 1
n ⋯ ∑

j

i = 1

k ( i)
nn x 2 ( i- 1)

n

.

(12)

　　定义 4　如果非线性定常系统可表示为

　ÛX =

Ûx1

Ûx2

…

Ûx n

=

　

a11 ( X) x1 + a12 ( X) x2 + ⋯+ a1 n ( X) x n

a21 ( X) x1 + a22 ( X) x2 + ⋯+ a2 n ( X) x n

…

an1 ( X) x1 + an2 ( X) x2 + ⋯+ ann ( X) x n

, (13)

其中 apq ( X ) ( p , q = 1 ,2 , . . . , n) 为 X的分量函数 ,

且当 X = 0时 , apq ( X ) 有意义.设分量函数矩阵

A ( X) =

a11 ( X) a12 ( X) ⋯ a1 n ( X)

a21 ( X) a22 ( X) ⋯ a2 n ( X)

… … …

an1 ( X) an2 ( X) ⋯ ann ( X)

,

则称 A ( X) 为系统 (13) 的系分量函数矩阵 ,且系统

(13) 可写为

ÛX = A ( X) X. (14)

　　注 5　X = 0是系统 (13) 的解.

定理 2　设 A ( X) 为非线性定常系统 (13) 的系

分量函数矩阵.如果存在对称分量函数矩阵 �K( X)

为式 (2) ,使得分量函数矩阵

　Q( X) = ( A ( X) ) T �K( X) + �K( X) A ( X) (15)

负定 ,则得系统 (13) 的李亚普诺夫函数为 V ( X) =

X T �K( X) X ,其中 �K( X) 为式 (5) ,V ( X) 沿系统 (13)

轨线的导数为 ÛV ( X) = X T Q( X) X .同时 ,如果分量

函数矩阵 �K( X) 为正定 ,则系统 (13) 的零解渐近稳

定 ,否则不稳定.

证明 　因为存在对称分量函数矩阵 �K( X) 为

式 (2) ,所以设函数 V ( X) 的全导数 ÛV ( X) 为式 (3) .

根据定理 1 ,得 V ( X) = X T �K ( X) X ,其中 �K( X) 为

式 (5) . 将系统 (13) 写成式 (14) ,代入式 (3) ,求得

V ( X) 沿系统 (13) 轨线的导数为

ÛV ( X) =

X T ( ( A ( X) ) T �K( X) + �K( X) A ( X) ) X =

X T Q( X) X ,

其中 Q( X) 为式 (15) . 因为 Q( X) 为负定 , 所以

ÛV ( X) = X T Q( X) X也为负定.由引理 1知 ,V ( X) =

X T �K( X) X为系统 ( (13) 的李亚普诺夫函数 ,即该函

数能判定系统 (13) 的稳定性.同时 ,当 �K( X) 为正

定时 ,V ( X) 也正定 ,即 V ( X) 是与 ÛV ( X) 符号相反

的定号函数 ,故由引理 1知 ,系统 (13) 的零解渐近稳

定 ;当 �K ( X) 不正定时 , V ( X) 也不正定 ,V ( X) 不

是与 ÛV ( X) 符号相反的定号函数 ,所以系统 (13) 的

零解不稳定. □

根据定理 1和定理 2 ,可得到构造李亚普诺夫函

数和判定非线性定常系统零解稳定性的广义二次型

方法 ,基本步骤如下 :

Step1 : 求出可写成式 (13) 的非线性定常系统

的系分量函数矩阵 A ( X) ;

Step2 : 为简便起见 ,设对称分量函数矩阵

�K( X) =

K11 K12 ⋯ K1 n

K12 K22 ⋯ K2 n

… … …

K1 n K2 n ⋯ Knn

, (16)

根据式 (15) 和 (16) ,求得 Q( X) 的表达式 ;

38
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Step3 : 令 Q( X) 为负定 ,从而确定 �K( X) 的各

元素值 ,使得 �K( X) 为对称分量函数矩阵 (2) ;

Step4 : 根据 �K( X) 求得 �K( X) ,则得系统的李

亚普诺夫函数为 V ( X) = X T �K( X) X ;

Step5 :判定 �K( X) 的定号性 ,若 �K( X) 为正定 ,

则系统零解渐近稳定 ,否则不稳定.

例 1　设非线性定常系统

Ûx1 = -
2 x1

(1 + x2
1 ) 2 + 2 x2 ,

Ûx2 = -
2 x1

(1 + x2
1 ) 2 -

2 x2

(1 + x2
1 ) 2 .

(17)

首先求得系统 (17) 的系分量函数矩阵

A ( X) =

-
2

(1 + x2
1 ) 2 2

-
2

(1 + x2
1 ) 2 -

2
(1 + x2

1 ) 2

.

然后 ,设 �K( X) =
K11 K12

K12 K22

,根据式 (15) ,得

Q( X) =

-
2

(1 + x2
1 ) 2 -

2
(1 + x2

1 ) 2

2 -
2

(1 + x2
1 ) 2

K11 K12

K12 K22

+

K11 K12

K12 K22

-
2

(1 + x2
1 ) 2 2

-
2

(1 + x2
1 ) 2 -

2
(1 + x2

1 ) 2

=

- 4 K11

(1 + x2
1 ) 2 -

4 K12

(1 + x2
1 ) 2

2 K11 -
4 K12

(1 + x2
1 ) 2 -

2 K22

(1 + x2
1 ) 2

→

←

2 K11 -
4 K12

(1 + x2
1 ) 2 -

2 K22

(1 + x2
1 ) 2

4 K12 -
4 K22

(1 + x2
1 ) 2

. (18)

令 Q( X) 为负定 ,故取 K12 = 0 , K22 = 1 , 代入式

(18) ,得

Q( X) =

- 4 K11

(1 + x2
1 ) 2 2 K11 -

2
(1 + x2

1 ) 2

2 K11 -
2

(1 + x2
1 ) 2 -

4
(1 + x2

1 ) 2

,

继续取 K11 =
1

(1 + x2
1 ) 2 , 得

Q( X) =

- 4
(1 + x2

1 ) 4 0

0 -
4

(1 + x2
1 ) 2

,

由 Sylvester判据知 Q( X) 负定.将 K12 , K22和 K11代

入 �K( X) ,得

�K( X) =

1
(1 + x2

1 ) 2 0

0 1

.

最后 ,根据定理 1 ,由 �K( X) 求得

�K( X) =

1
x2

1∫
x1

0

2 x1

(1 + x2
1 ) 2 d x1 0

0 1
x2

2∫
x2

0
2 x2 d x2

=

1
1 + x2

1
0

0 1

. (19)

由定理 2知 ,V ( X) = X T �K( X) X 即为系统 (17) 的

李亚普诺夫函数 ,其中 �K( X) 为式 (19) .由 Sylvester

判据知 �K( X) 正定 ,所以由定理 2知系统 (17) 的零

解渐近稳定.

注 6　同样用广义二次型方法 ,可得到系统

Ûx1 = - x2 + (1 - x2
2 ) x1 ,

Ûx2 = x1 + x3
1

(20)

的判定矩阵 �K( X) =
- 2 1

1 - 3
,进而可判定系统

(20) 是不稳定的.

4　结 　　论
　　本文提出的构造李亚普诺夫函数和判定非线

性定常系统零解稳定性的广义二次型方法 ,是以广

义二次型函数、分量函数矩阵及其定号性的概念为

依据的.通过分量函数矩阵 �K( X) 和 Q( X) 的定号

性 ,可确定多元函数 V ( X) 和 ÛV ( X) 的定号性 ,因此

比传统方法便利. 根据系统的特性构造判定矩阵

�K( X) ,再通过 �K( X) 求得系统的李亚普诺夫函数

V ( X) ,使得 V ( X) 的取值范围比克拉索夫斯基方法

广泛、灵活 ,所以其适用范围比克拉索夫斯基方法

广.该方法相对于变量梯度方法的另一优点是不需

处理旋度方程.
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与决策 ,提高了物流配送的智能化处理.

5　结　　论
　　本文根据电子商务物流配送问题的复杂性特

点 ,引入人工智能与知识工程的知识表示理论 ,提出

一种基于知识的描述物流配送问题的树状表示法.

这一表示法具有良好的问题可辨识性和问题描述结

构的可扩性 ,具有较高的信息搜索与处理效率和辨

识与推理效率 ,为物流配送的智能化科学调度奠定

了基础.

通过 XML 保持的物流配送知识库与 GIS中空

间数据库之间的映射关系文档 ,为知识工程与地理

信息系统之间融合提供了借鉴和参考.在 GIS中实

现可视化的智能推理和决策分析 ,有利于深化基于

GIS的物流配送实时决策与智能物流调度系统的研

究.

有待进一步开展的研究工作是提高在 GIS中

对知识的抽取效率 ,使映射文档具有更好的通用性.
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