
第 22卷 第 1期
Vol. 22 No. 1

控　制　与　决　策
Cont rol and Decision

2007年 1月
　　Jan. 2007

收稿日期 : 2005210218 ; 修回日期 : 2006203222.

基金项目 : 国家自然科学基金重点项目 (60134010) .

作者简介 : 娄山佐 (1964—) ,男 ,山东莱州人 ,博士生 ,从事智能算法、组合优化、交通调度等研究 ; 史忠科

(1956—) ,男 ,陕西岐山人 ,教授 ,博士生导师 ,从事非线性系统控制、大系统理论、交通规划等研究.

　　文章编号 : 100120920 (2007) 0120007204

基于交叉熵法解决随机用户和需求车辆路径问题

娄山佐 , 史忠科
(西北工业大学 自动化学院 , 西安 710072)

摘　要 : 提出一种解决随机用户和需求车辆路径问题 ( VRPSCD)的方法.针对目标函数的复杂性 ,设计一种基于

Monte2Carlo抽样求解路径期望费用的有效方法 ;为提高标准交叉熵 (CE)法性能 ,针对用于更新 Markov转移矩阵关

键路径 ,根据分位值改变大小 ,设计了自适应调整方法.计算结果验证了采用该方法解决此问题的鲁棒性和有效性.
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Vehicle routing problem with stochastic customers and demands
based on the cross2entropy method
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Abstract : A method is proposed to the vehicle routing problem with stochastic customers and demands. Due to the

complexity of it s objective function , an effective algorithm is designed to obtain the expected cost of routes by using

Monte2Carlo sampling. In order to improve the performance of standard cross2entropy method , an adaptive adjustment

scheme is developed for the crucial routes used to update Markov transition matrix in terms of the improvement level

of quintiles. Computational result s show the robustness and the validity of the proposed approach for solving such

problems.
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1　引　　言
　　随机车辆路径问题 ,因其求解的复杂性 ,近年来

随着计算技术的发展已逐渐引起人们的重视.它分

为 3种类型 :一是随机需求问题 ;二是 VRPSCD ;三

是随机行程时间问题.文献 [ 1 ]验证了 V RPSCD 比

单纯随机需求问题更难解决.解决方法有分枝定界

法[2 ]、Rollout 算法[3 ]、模拟退火法[4 ]、禁忌搜索

法[5 ]、遗传算法[6 ] 和 CE 法[7 ] 等. CE 法[8 ] 是

Rubinstein在研究小概率事件自适应估计算法[9 ]的

基础上提出的 ,随后被应用于许多领域 ,成为解决随

机规划问题的一种有效工具.

文献[7 ]应用 CE法解决随机需求车辆路径问

题 ,本文则基于 CE法对更复杂的 VRPSCD进行研

究 ,为解决该问题提供一种新的方法.

2　问题描述
　　V RPSCD 可描述如下 :定义一个完全图 G =

(V , A , C) .其中 :V = { 1 ,2 , ⋯, n} 为图的顶点集 ,1

表示库房 ,其余为用户点 ; A = { ( i , j) : i , j ∈V , i ≠

j} 为两点弧集 ; C = { cij : i , j ∈V , i ≠j}为两点间距

离或费用集 ,满足对称性和三角不等式.用户 i存在

的概率为 p’i ,假设它的需求为独立的离散随机变量

ξi ,有 D个可能值 q d
i ( d = 1 ,2 , ⋯, D) ,对应概率为

pi , d = P(ξi = qd
i ) ,实际值车辆到达时才能知道.车

载量为 Q ,且用户需求量均小于 Q ,即 qd
i ≤Q.当 i不

存在时 ,需求量为 0 .自文献[10 ]提出采用补救随机

规划法解决随机车辆路径问题以来 ,便得到人们普

遍重视.该方法分为两步 :第 1 步 ,规划 1 条起点和

终点都为库房的路径 ,每个用户仅访问 1 次 ;第 2

步 ,车辆沿该路径服务 ,当确知用户不存在时 ,则跳

过该用户 ,直接服务下一存在用户.因车载量有限 ,

车辆沿该路径服务可能发生失败 ,需采取补救措施.

补救措施包括 :如未满足用户需求 ,车辆回库房载货
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后从该用户沿路径向前服务 ;如刚好满足用户需求 ,

车辆回库房载货后从路径下一存在用户向前服务.

已知用户和需求概率 ,确定一条第 1步的路径 ,使期

望总费用最小 ,包括车辆沿此路径的行程费用和往

返库房的费用.

对任意一个用户序列 (即路径) x = { v1 , v2 , ⋯,

vn , vn+1 } ,其中 vn+1 = v1表示库房.它的期望费用可

表示如下 :

f ( x) = ∑
n

i = 1
∑
n+1

j = i+1
cviv j

�p vi v j
+ rv2

( Q) . (1)

其中

�p viv j
= p’vi

p’v j ∏
j - 1

k = i+1

(1 - p’vk
) ; (2)

rvn
( g) = 2 p’vn

c vnv1 ∑
d| ( qd

vn
> g)

pvn , d ,1 ≤ g ≤Q; (3)

rvi
( g) =

(1 - p’vi
) rvi+1

( g) + p’vi [ ∑
d| ( qd

vi
> g)

pv i , d ( rvi+1
( Q -

qd
vi

) + 2cv1 vi
) + ∑

d| ( qd
vi

< g)

pvi , d r v i+1
( g - qd

vi
) ] +

pvi , d| ( qd
vi

= g) [ p’vi
r vi+1

( Q) +

∑
n

j = i+1
�p vi v j

( cv iv1 + cv1 v j
- cviv j

) ] ,

i = 2 ,3 , ⋯, n - 1 , 0 < g ≤Q. (4)

式 (1) 为车辆沿路径 x的期望总费用 ;式 (2) 为车辆

由用户 v i 直接到 v j 的概率 ;式 (3) 为边界条件 ;式

(4) 表示到达用户 v i 车载余量为 g 时 ,车辆从 vi 到

库房的期望补救费用.

3　交叉熵法原理
　　CE法是基于 Monte2Carlo 和重要抽样技术 ,从

某一分布 P0 ∈Ψ(Ψ为分布集) 开始 ,通过迭代构建

一系列分布 Pt ∈Ψ,使生成最优解的概率增大.下

面概述此方法 ,详见文献[11 ].对于最小值问题 ,是

将在可行域 µ求解 S ( x 3 ) =γ3 = min
x∈µ

S ( x) 与估计

事件{ S ( X) ≤γ} 概率联系起来 ,即

l = Pu ( S ( X) ≤γ) =

∑
x

I { S ( x) ≤γ} f ( x , u) = Eu I { S ( X) ≤γ} .

其中指示函数

I{ S ( X) ≤γ} =
1 , S ( x) ≤γ;

0 ,其他.

当可行域 µ非常大时 ,事件{ S ( X) ≤γ} 在密度测度

u下为小概率事件 ,直接使用经典Monte2Carlo法估

计 ,如抽样数不很大 , l经常等于 0 .一种有效方法是

基于重要抽样法 ,即

l = Eg I { S ( X) ≤γ}
f ( X)
g ( X)

.

通过改变密度测度为 g ,使小概率事件{ S ( X) ≤γ}

发生概率变大 ,从而减小估计方差.显然 ,当抽样密

度测度为 g 3 ( x) =
I{ S ( X) ≤γ} f ( x ; u)

l
时 ,估计方差为

0 .由于 g 3 与待求的 l有关 ,上式不能直接应用.一

种处理办法是从分布族{ f (·; v) } 中选取 g ,通过确

定参数 v ,使 g 3 与 f (·; v) 的距离最近.

Kullback2Leibler距离 (又称 CE)

D ( g , h) = Eg ln g ( X)
h( X)

=

∫g ( x) ln g ( x) d x -∫g ( x) ln h( x) d x ,

常用来衡量密度 g与 h间的距离.确定参数 v使 g 3

与 f (·; v) 距离最小 ,根据上式求解

max
v∫g 3 ( x) ln f ( x ; v) d x.

代入 g 3 ,得

max
v

D ( v) = max
v

E u I { S ( X) ≤γ} ln f ( X ; v) .

上式对应的估计为

max
v

D̂ ( v) = max
v

1
N ∑

N

i = 1
I{ S ( X i

) ≤γ} ln f ( X i ; v) .

对上式 v求梯度 1
N ∑

N

i = 1
I{ S ( X i

) ≤γ} l̈n f ( X i ; v) = 0 ,可

得 D̂ ( v) 的最优解 v 3 .

利用多级迭代算法 ,从某一{γ1 , v1 } 开始 ,通过

抽样和ρ分位更新 ,构建了一系列{γt , v t } ,经过 T

代 , {γT , v T } 非常接近最优的{γ3 , v 3 } ,则γT 可视

为 S 的最小值.

4　求解随机用户和需求车辆路径问题
4 . 1　路径期望费用的求解

VRPSCD因增加用户的随机性 ,使求解路径期

望费用很困难.式 (1) 复杂度为 O( n2 + nDQ) ,如果

用户数较大 ,则求解式 (3) 和 (4) 受到状态维数制

约 ,且需要很多计算时间.本文基于 Monte2Carlo 抽

样法 ,根据用户和需求概率 ,对每个用户 vi 随机抽

取M个样本 q̂ k
vi

, k = 1 , ⋯, M.设路径为 x = { v1 , v2 ,

⋯, vn , vn+1 } ,其中 vn+1 = v1表示库房 ,则它对应第 k

个实现为 q̂k : = { q̂k
v2 , q̂k

v3 , ⋯, q̂k
vn

} . 根据式 (1) ～

(4) ,按下面步骤计算路径 x对每个实现的费用.令 k

= 1 .

Step1 : 初始化.对于实现 q̂k ,确定最早服务用

户 vi , i : = min{ i | q̂k
vi

> 0 , i = 2 , ⋯, n} ;最晚服务用

户 v�j , �j : = max{ j | q̂k
v j

> 0 , j = 2 , ⋯, n} .服务用户

vi 后车辆余货 leav ( v i ) = Q - q̂k
vi

,费用 F( q̂k) =

cv1 vi
.
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Step2 : 确定路径中下一个服务用户 v j ,其中

j : = min{ j | q̂k
v j

> 0 , j = i + 1 , ⋯, n} .

　　Step3 : 定义指示函数

I ( v i ) =
0 , leav ( v i ) = 0 ;

1 ,其他.

　　Step4 : 车辆服务用户 v j 后 ,剩余货量

leav ( v j ) =

leav ( vi ) - q̂k
v j

, leav ( v i ) > 0 ;

Q - q̂k
v j

, leav ( v i ) = 0 ;

Q + leav ( vi ) - q̂k
v j

, leav ( v i ) < 0 .

　　Step5 : 补救费用

k ( v j ) =

0 , leav ( v j ) > 0 , leav ( v j ) ≠Q - q̂k
v j

;

cv1 v j
, leav ( v j ) = Q - q̂k

v j
;

cv j v1 , leav ( v j ) = 0 ;

2cv j v1 , - ∞ < leav ( v j ) < 0 .

　　Step6 : 服务完用户 v j 的费用

F( x , q̂k ) = F( x , q̂k ) + cv iv j
·I ( v i ) + k ( v j ) .

　　Step7 : 若 j = �j ,则计算总费用为

F( x , q̂k ) =

F( x , q̂k ) + cv�j v1 , leav ( v�j ) ≠0 ;

F( x , q̂k ) , leav ( v�j ) = 0 .

否则 ,令 i : = j ,返回 Step2 .

Step8 : 若 k < M ,则令 k = k + 1 ,返回 Step1 ;

否则 ,终止计算.

得到 M个样本实现费用后 ,路径 x近似期望费

用为 F ( x) : =
1
M ∑

M

k = 1

F( x , q̂k ) .

4 . 2　交叉熵法的设计

文献[11 ]将 CE法与Markov链相结合 ,通过迭

代求解旅行商问题 ( TSP) ,利用每代优良解更新

Markov转移矩阵 ,使下一代随机生成更优路径的概

率增大.转移矩阵更新规则为

p̂ ij =
∑
N

k = 1
I{ S ( X k ≤γ) } I{ X k ∈χij }

∑
N

k = 1

I{ S ( X k ≤γ) }

,

其中χij 为含有从点 i 直接到点 j 的所有路径集合.

由于 TSP与车辆路径问题的相似性 ,文献 [ 7 ,

12 ] 基于 TSP求随机车辆路径问题.本文则基于该

思想进行研究.

CE法的分位参数ρ的设置非常关键 ,它决定用

于更新转移矩阵 P的路径. 文献 [11 ] 仅给出ρ为

[0 . 01 ,0 . 1 ] 的常数 ,没有给出确定方法. 经过迭代

更新 , P趋近退化 ,即每行有一个元素接近1 ,其余近

似为 0 .经ρ分位用于更新 P的[ρ·N ] ( [·]表示取

整 ,下同) 条路径几乎相同 (或完全相同) ,求解处于

停滞状态 ,此时有可能收敛到局部最优解.本文借鉴

遗传算法变异操作的思想 ,用互不相同的优良路径

替代此[ρ·N ]条路径 ,这样由 P生成的路径既不偏

离目前最佳路径太远 ,又能增加产生新的更优路径

的概率.设计 CE法如下 :

Step1 : 生成初始转移矩阵 P ,令 pij = 1/ ( n -

1) , i ≠j ; p ij = 0 , i = j .设置分位参数ρ,分位阈值ε

和最优路径数 N elite的大小.令 v̂1 = P , t = 1 .

Step2 : 根据用户和需求概率 , 应用 Monte2
Carlo 法对每个用户随机抽取 M 个样本. 基于

Markov转移矩阵 P ,随机选取一点 ,经 n步不同状

态随机转移可生成1条路径.照此生成 N条路径 x 1 ,

⋯, x N ,并按 4 . 1节方法 ,计算每条路径 x i 的平均费

用 F( x i ) .

Step3 : 将路径费用 F( x i ) 由小到大排序 : �F(1)

≤�F(2) ≤ ⋯ ≤ �F( N) , 则它的ρ分位值为γt =

�F( [ρ·N ]) .更新目前为止得到的 N elite条最优路径和它

的值.

Step4 : 若γt <γt- 1 -ε,则执行 Step5 ,用最好的

[ρ·N ]条路径更新 P;否则 ,若存在ρ̂t ,则由它得到

γt = �F( [ρ̂t·N ]) .如果满足γt <γt- 1 -ε,则执行 Step5 ,

用最好的[ρ̂t ·N ] 条路径更新 P;如不存在ρ̂t ,则执

行 Step5 ,从目前保留最优 N elite 条路径中随机选取

[ρ·N ] 条路径更新 P.

Step5 : 更新 P ,即

p ij =
∑
N

k = 1
I{ F( x k ≤γt} I{ x k ∈µij }

∑
N

k = 1
I{ F( x k

) ≤γt}

.

　　Step6 : 如果到目前为止的最优解连续 d次迭

代保持不变 ,则停止计算 ;否则 ,令 t = t + 1 ,返回

Step2 ,继续执行.这里 d取为 10 .

求解过程中 ,若ε和 N elite选取太小 ,最优解改进

效果不明显 ;选择太大 ,会增加太多循环次数 ,甚至

影响收敛.因此 ,应根据问题综合考虑 ,选取适当值.

本文取ρ= 0 . 01 ,ε= 0 . 1 , N elite = 3·[ρ·N ].

直接利用上面得到的 P ,当有的 pij过早为0时 ,

易陷入局部最优解.采用文献[11 ]方法 , P更新修改

为 p t
ij =α·pij + (1 - α) ·pt - 1

ij .α为平滑参数 ,本文

取 0 . 9 .

5　仿真试验及结果分析
　　由于缺少标准数据 ,本文基于随机生成数据进

行仿真试验. 用户坐标在 [0 ,100 ]2 中随机产生 ,库

房坐标为 (50 ,50) ,所有距离为欧氏距离.每个用户

9
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存在概率在 (0 ,1) 间随机生成 ,假设它可能有 3种需

求量 ,分别从 (0 ,10 ] , (10 ,20 ] 和 (20 ,30 ] 中随机产

生.对应每种需求量的概率随机产生于 (0 ,1) 中 ,但

需通过标准化 ,使它们之和为 1 .车辆数为 1 ,载重量

为 50 ,单位距离费用为 1 .文献 [11 ] 建议路径样本

数为 5 n2 ～ 10 n2 , n为用户数.采用 4种实例进行试

验 ,用户数为 15和 20 ,路径数 N 取 10 n2 ;用户数为

25和 30 ,路径数 N 取 7 n2 .因问题具有很强的随机

性 ,需较多样本 , 按用户和需求概率 , 随机抽取

10 000个样本.每种实例运行10次 ,表1～表3中数

值为平均值.

5 . 1　交叉熵法的鲁棒性

下面分析路径的随机生成和用户的随机抽样对

解的影响.计算 10次运行统计值 :最优解估计均值

�F ,最优解最大值 Fmax ,最优解最小值 Fmin ,标准方差

σ̂ ,变化系数 CV =σ̂/ �F.结果如表 1所示.

表 1　交叉熵法的鲁棒性

n �F Fmax Fmin σ̂ CV

15 525 . 7 528 . 8 523 . 9 1 . 6 0 . 003 0

20 645 . 6 651 . 4 638 . 1 4 . 5 0 . 006 9

25 801 . 6 807 . 8 792 . 2 4 . 8 0 . 005 9

30 927 . 1 935 . 5 918 . 4 4 . 8 0 . 005 1

　　从表 1可以得出 ,尽管标准方差σ̂稍大些 ,但对

解决用户和需求两个均为随机的问题 ,其值是可以

接受的.从变化系数CV看 ,4种实例最大为 0. 69 % ,

结果令人满意 ,说明 CE法对路径的随机生成和用

户的随机抽样具有较强的鲁棒性.

5 . 2　转移矩阵自适应更新与固定更新的比较

转移矩阵采用固定更新 ,即每次从抽样的 N 条

路径中取固定数量[ρ·N ] 条最优路径更新 P.表 2

给出的是系统最优解连续 10 次迭代保持不变时的

值 ,此时终止执行 ,括号内的数为终止时的迭代数.

表 2　自适应更新与固定更新对比

n 自适应更新 固定更新

15 525 . 7 (24 . 9) 531 . 1 (21 . 1)

20 645 . 6 (33 . 3) 647 . 9 (22 . 2)

25 801 . 6 (27 . 7) 803 . 6 (22 . 9)

30 927 . 1 (28 . 7) 932 . 5 (27 . 1)

　　从表 2可以看出 , P采用本文设计的自适应更

新比采用固定更新得到的解更优 ,尤其用户数为 15

和 30的实例.说明当系统陷入局部最优解时 ,通过

给 P施加合理的小的扰动 ,可以使系统跳出局部最

优解 ,得到质量更优的解.当然系统终止时的迭代数

要大些 ,这可由表中括号内的数据看出.当执行到终

止代数时 ,转移矩阵 P退化为每行有一个元素非常

接近 1 ,其他元素都接近 0 ,根据它抽取的 N条路径 ,

经ρ分位得到的[ρ·N ] 条路径完全一样.如果继续

执行到一个较大相同的迭代次数 ,仿真试验证明固

定更新的最优解不再改进 ,自适应更新由于采用保

留最优的路径 ,它的最优解不变或改进非常小.

5 . 3　交叉熵法与遗传算法比较

从现有文献知 ,采用精确的分枝定界法求解

VRPSCD ,其最大用户数不超过 10.为此 ,采用与遗

传算法 ( GA) 比较 ,算法设计依照文献 [6 ] ,交叉和

变异概率分别为 0 . 8和 0 . 05 ,群体大小为 100 ,适应

度为路径近似期望费用的倒数 ,最大进化代数为

1 500 . 表 3给出的是最优解.

表 3　交叉熵法与遗传算法比较

n 交叉熵法 遗传算法

15 525 . 7 527 . 3

20 645 . 6 669 . 9

25 801 . 6 843 . 4

30 927 . 1 962 . 8

　　从表 3可知 , CE法解决 VRPSCD优于 GA ,尤

其用户数较大的情况.文献 [6 ] 应用 GA 解决此问

题 ,在用户数不超过 10时 ,与分枝定界法相比 ,其结

果比较理想.由本文试验可知 ,当用户数较大时 , GA

极易陷入局部最优解.另据测试发现 ,虽然 CE法和

GA都为全局搜索方法 ,但 GA 需设计复杂的编码、

解码操作和设置关键的交叉和变异算子 ,相比之下 ,

CE法要简单得多.尽管目前它也存在一些问题 ,如

参数ρ的设置 ,但随着研究的深入 , CE法会成为继

GA之后解决复杂组合问题的又一有效方法.

6　结 　　语
　　本文基于 CE ,结合重要抽样、Monte2Carlo 以

及 Markov状态转移技术 ,研究了 V RPSCD ,为解决

该问题提供了一种新的方法.在描述问题和概述 CE

法的基础上 ,针对复杂的路径期望费用函数 ,设计了

基于 Monte2Carlo 抽样求解的有效方法.另外 ,为提

高标准 CE法性能 ,增强跳出局部最优解的能力 ,针

对用于更新转移矩阵关键路径 ,根据迭代过程中分

位值改变大小 ,设计了自适应调整方法.仿真试验验

证了所设计的 CE法对路径的随机生成和用户的随

机抽样具有较强的鲁棒性 ,通过与标准 CE法、GA

解的对比 ,证实了它的有效性.
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　　从上述数值举例不难看出 ,激励 Stackelberg价

控策略在网络中对通信量所产生的激励作用 ,体现

了价格机制对网络的调节机能.因此 ,建立合理的激

励策略是加强系统稳定性和控制网络拥塞的一个重

要的手段.

5　结 　　语
　　本文引入非合作用户对策论的思想 ,讨论一类

网络系统的通信量价控问题.考虑了各优先级间的

竞争关系 ,给出了多优先级网络系统通信量的状态

方程.在动力平衡状态下 , 用矩阵函数理论提出并

阐述了非线性交叉干扰多激励价控的 Stackelberg

策略.文中给出了非线性交叉干扰的多激励价控 ,其

优势在于通过调整激励参数可调控系统达到平衡点

的速度 ,增强了用户间及网络系统的利益统一性 ,使

系统尽快达到理想状态.
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