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摘　要 : 首先引入一种新的受限系统等价分解形式 ,将所给的系统分解成两个低维的子系统.其次设计了带有差分

补偿器的切换函数 ,使得系统在准切换流形上的运动渐近稳定.然后在不确定项有界的条件下设计了离散变结构控

制律 ,使得在控制的作用下 ,系统的解的轨迹于有限步内进入准切换流形的一个邻域内 ,并最终收敛于原点邻域内的

一个小的抖振.最后给出了数值仿真曲线 ,以说明该综合设计方法的可行性和有效性.
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Abstract : A new rest ricted system equivalent form is developed and the system is decomposed into two lower

dimensional subsystems. A switching function with a difference compensator is designed , which guarantees that the

movement of the system is asymptotically stable in the quasi2switching manifold. Then , a discrete variable st ructure

controller is designed , which can force the solution t rajectory of the system to enter into a small neighborhood of the

quasi2switching manifold in finite steps and ultimately converge to a small chattering in the neighborhood. Finally , a

numerical simulaton cuvers demonst rates feasibility and validity of the design method.
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1　引　　言
　　变结构控制在众多工业领域具有广泛的应用.

如应用于跟踪控制[1 ]、受限机器人[2 ]、水下推进

器[3 ]、神经网络控制[4 ]等.但其输出响应对于输入时

间的滞后会使得变结构控制产生抖振.为此 ,文献

[5 ]等利用变结构控制的优点研究了时滞控制系统

的镇定问题.为满足近代科学技术的发展以及大型

工程技术的需要 ,人们提出了非传统数学模型描述

的广义系统.刘永清等对广义系统的变结构控制进

行研究 ,设计了适用于广义系统的带有积分补偿器

的切换函数和变结构控制律[ 6 ] .

　　滞后是客观世界和工程实际中普遍存在的现

象 ,广义系统中也包含大量带有滞后的广义系统.特

别是随着计算机技术的广泛应用 ,许多领域出现了

滞后离散广义系统.在实际系统建模过程中不可避

免地存在误差 ,系统模型中往往带有不确定项.因

此 ,对离散滞后广义不确定系统的变结构控制的研

究具有重要的实际意义.但目前该课题的研究成果

还很少见 ,且研究的系统是带有单时滞的系统[7 ] .

　　本文研究如下多时滞离散广义不确定系统的

准滑模变结构控制 :

　

Ex ( k + 1) =

A x ( k) + ∑
m

i = 1
B i x ( k - i) + Cu ( k) +

f ( k , x ( k) , x ( k - 1) , ⋯, x ( k - m) , p) ,

x ( k) =φ( k) , k ∈{ - m , - m + 1 , ⋯,0} .

(1)

其中 : E , A , B i (1 ≤ i ≤ m) ∈ Rn×n 为常数矩阵 ,

rank ( E) = r < n; C ∈Rn×( n- r) 为常数矩阵 ; x ∈Rn

为状态向量 , x k ( s) = x ( k + s) , s ∈{ - m , - m + 1 ,

⋯,0} ; u ∈Rn- r 为控制输入 ;函数 f ( k , x ( k) , x ( k -
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1) , ⋯, x ( k - m) , p) :R×Rn ×⋯×Rn

m +1

×R l →Rn为

系统 (1) 的不确定项 , p ∈Rl 为系统的不确定参数 ;

φ:{ - m , - m + 1 , ⋯,0} →Rn 为系统 (1) 的相容初

始函数.

2　准备知识
　　定义1[8 ] 　对于系统 Ex ( k + 1) = A x ( k) ,称矩

阵对 ( E , A) 为强稳定的 ,如果 deg (det (λE - A) ) =

rank ( E) ,且系统的每个广义特征值λ满足 |λ| < 1 .

　　定理 1　在系统 (1) 中 ,假设 rank ( E , C) = n.

对于任意的 k ∈ Z+ , rank ( C　f ) = rank ( C) ,则存

在可逆矩阵 P和 Q ,使得系统 (1) 受限系统等价于

x1 ( k + 1) =

A 11 x1 ( k) + A 12 x2 ( k) + ∑
m

i = 1
[ B i11 x1 ( k -

i) + B i12 x2 ( k - i) ] ,

0 = A 21 x1 ( k) + A 22 x2 ( k) + ∑
m

i = 1
[ B i21 x1 ( k -

　　i) + B i22 x2 ( k - i) ] + C2 u( k) +

　　f 2 ( k , x ( k) , x ( k - 1) , ⋯, x ( k - m) , p) ,

x1 ( k)

x2 ( k)
= P- 1φ( k) =

φ1 ( k)

φ2 ( k)
,

k ∈{ - m , - m + 1 , ⋯, - 1 ,0} .

(2)

其中 : x1 ( k) ∈Rr , x2 ( k) ∈Rn- r , C2 ∈R( n- r) ×( n- r) 可

逆 , f 2 ∈Rn- r , A st 和 B ist ( s , t = 1 ,2 , i = 1 ,2 , ⋯, m)

具有相容的维数.

　　证明 　因为 rank E = r , 所以存在可逆矩阵 P

和 Q1 ,使得 Q1 EP =
I r 0

0 0
.令

Q1 C =
C1

C2

, Q1 A P =
�A 11 �A 12

�A 21 �A 22

,

Q1 B i P =
�B i11 �B i12

�B i21 �B i22

, Q1 f =
f

(1)

f
(2) .

其中 : C2 ∈R( n- r) ×( n- r) , f
(2) ∈Rn- r , �A st 和 �B ist ( s , t =

1 ,2 , i = 1 ,2 , ⋯, m) 具有相容的维数.因为

rank ( E , C) = rank ( Q1 EP , Q1 C) =

rank
I r 0 C1

0 0 C2

= n ,

所以 rank C2 = n - r , 从而 C2 可逆. 由于

rank ( C　f ) = rank C ,则存在 f
-

使 f = Cf
-

.令

Q2 =
I r - C1 C- 1

2

0 In- r

, Q = Q2 Q1 ,

于是

Qf = Q2 Q1 Cf
-

=
I r - C1 C- 1

2

0 In- r

C1

C2

�f =

　　　　
0

C2 f
- Χ

0

f 2

,

QE P =
I r 0

0 0
, QA P =

A 11 A 12

A 21 A 22

,

QB i P =
B i11 B i12

B i21 B i22

, QC =
0

C2

.

其中 : A 11 = �A 11 - C1 C- 1
2 �A 21 , A 12 = �A 12 - C1 C- 1

2 �A 22 ,

A 21 = �A 21 , A 22 = �A 22 , B i11 = �B i11 - C1 C- 1
2 �B i21 , C2 f

-

=

f 2 , B i12 = �B i12 - C1 C- 1
2 �B i22 , B i21 = �B i21 , B i22 = �B i22 .

从而在系统 (1) 两边左乘以矩阵 Q ,并进行坐标变换

x ( k) = P
x1 ( k)

x2 ( k)
,可知系统 (1) 受限系统等价于系

统 (2) . □

　　不失一般性 , 不妨假设系统 (1) 的系数矩阵具

有系统 (2) 的系数矩阵的形式 , 进一步假设 A 22 非

奇异.下面用记号 | A | 表示矩阵 A 的模态矩阵 ,

λ( A) 表示矩阵 A 的一 个 特 征值 , ‖A ‖ =

[λmax ( A T A) ]1/ 2 表示矩阵 A 的诱导范数.对于矩阵

M1 = ( m
(1)
ij ) , M2 = ( m

(2)
ij ) ,若 m

(1)
ij ≤m

(2)
ij 对所有的

i和 j 成立 , 则记 M1 ≤ M2 . 令 G1 ( z) = ( z I r -

�A 11 ) - 1 , �A 11 = A 11 - A 12 A - 1
22 A 21 ,β= - 1 .考虑如下

系统 :

x1 ( k + 1) =

A 11 x1 ( k) + A 12 x2 ( k) + ∑
m

i = 1
[ B i11 x1 ( k -

i) + B i12 x2 ( k - i) ] ,

0 = A 21 x1 ( k) + A 22 x2 ( k) +

　　∑
m

i = 1
[ B i21 x1 ( k - i) +

　　B i22 x2 ( k - i) ].

(3)

　　引理1[9 ] 　系统 (3) 的零解是渐近稳定的 ,如果

矩阵对 ( E , A) 是强稳定的 ,并且下面两个条件之一

成立 :

1) { ( ‖v1 ‖‖H‖‖v2 ‖+ ‖v3 ‖) ×

　　　∑
m

i = 1
‖B i ‖} Χ l < 1 .

　　2) 当 l ≥1时 ,有

|λs ( v1 G1 ( z) v2 + v3 ) ∑
m

i = 1
B i z

- i+1 | < 1 ,

其中

v1 =
I r

- A - 1
22 A 21

, v2 = ( I r 　 - A 12 A - 1
22 ) ,

v3 =
0 0

0 - A - 1
22

, s = 1 ,2 , ⋯, n;
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H Χ ∑
∞

k = 0
| H ( k) | ,{ H ( k) } 为 G1 ( z) 的脉冲响应序

列 , Z的取值范围为 z = lexp (βω) 和 z = exp (βω) ,

0 ≤ω≤2π.

3　主要结果
　　下面讨论系统 (1) 的变结构控制设计问题.

　　第 1步 　确定切换函数 s ( k) ,使得系统 (1) 在

准切换流形 s ( k) = 0上的运动渐近稳定.取带有补

偿器的切换函数

s ( k) = Dx 1 ( k) - A 22 x2 ( k - 1) +ζ( k) ,

ζ( k + 1) =

∑
m

i = 1
[ Fi x 1 ( k - i) + Gi x 2 ( k - i) ].

(4)

其中 :s ,ζ∈Rn- r ; D , Fi , Gi ( i = 1 ,2 , ⋯, m) 为待定

的常数矩阵 ,且具有相应的维数.

　　注 1　s ( k) 的在线计算方法为 :首先任给补偿

器初值ζ( k0 ) ,由ζ( k0 ) , x1 ( k0 ) 和 x2 ( k0 - 1) 算出该

步的切换函数值 s ( k0 ) ,并算出ζ( k0 + 1) 的值 ,以便

计算下一步 s ( k0 + 1) .其余依次类推.

　　因为准切换流形中 s ( k + 1) = s ( k) = 0 , 故由

　　 s ( k + 1) =

　　Dx 1 ( k + 1) - A 22 x ( k) +ζ( k + 1) =

　　 ( DA 11 + A 21 ) x1 ( k) + DA 12 x2 ( k) +

　　∑
m

i = 1

( DB i11 + B i21 + Fi ) x1 ( k - i) +

　　∑
m

i = 1

( DB i12 + B i22 + Gi ) x2 ( k - i) +

　　 f 2 + C2 u( k) = 0 ,

得等效控制

ueq ( k) =

- C- 1
2 [ ( DA 11 + A 21 ) x1 ( k) + DA 12 x2 ( k) +

∑
m

i = 1

( DB i11 + B i21 + Fi ) x1 ( k - i) +

∑
m

i = 1

( DB i12 + B i22 + Gi ) x2 ( k - i) + f 2 ] .

ueq ( k) 代入系统 (1) ,得准滑动模方程

x1 ( k - 1) =

A 11 x1 ( k) + A 12 x2 ( k) + ∑
m

i = 1
[ B i11 x1 ( k -

i) + B i12 x2 ( k - i) ] ,

0 =

- DA 11 x1 ( k) + ( A 22 - DA 12 ) x2 ( k) -

∑
m

i = 1

( DB i11 + Fi ) x1 ( k - i) -

∑
m

i = 1

( DB i12 + Gi ) x2 ( k - i) .

(5)

令

�A =
A 11 A 12

- DA 11 A 22 - DA 12

,

�B i =
B i11 B i12

- ( DB i11 + Fi ) - ( DB i12 + Gi )
.

根据引理 1有如下定理 :

　　定理 2　准滑动模 (5) 的零解是渐近稳定的 ,

如果矩阵对 ( E , �A) 强稳定 ,且可选取矩阵 D , Fi ,

Gi ( i = 1 ,2 , ⋯, m) ,使得矩阵 A 22 - DA 12可逆 ,且下

面两个条件之一成立 :

1) { ( ‖�v1 ‖‖�H‖‖�v2 ‖+ ‖�v3 ‖) ×

∑
m

i = 1
‖�B i ‖} Χ �l < 1 .

　　2) 当 �l ≥1时 ,有

|λs (�v1 �G1 ( z) �v2 + �v3 ) ∑
m

i = 1
�B i z

- i+1 | < 1 ,

s = 1 ,2 , ⋯, n.

其中

�v1 =
I r

( A 22 - DA 12 ) - 1 DA 11

,

�v2 = [ I r 　 - A 12 ( A 22 - DA 12 ) - 1 ] ,

�v3 =
0 0

0 - ( A 22 - DA 12 ) - 1 ,

�H = ∑
∞

k = 0
| �H ( k) | ,

{ �H ( k) } 为 �G1 ( z) = ( z I r - Â 11 ) - 1的脉冲响应序列 ,

Â 11 = A 11 + A 12 ( A 22 - DA 12 ) - 1 DA 11 . z的取值范围

为 z = �lexp (βω) 和 z = exp (βω) ,0 ≤ω≤2π.

　　注 2　对于稳定的方阵 Â 11 , �G1 ( z) = ( z I r -

Â 11 ) - 1 的脉冲响应序列 �H ( k) 可由下列方程得到 :

�H ( k) = Â k- 1
11 , �H (0) = 0 , k = 1 ,2 , ⋯, ∞.

　　第 2步 　设计离散变结构控制律 u( k) ,使得在

u( k) 的作用下 ,系统 (1) 从状态空间中任意一点出

发的解的轨迹在有限步内进入准切换流形的一个较

小的邻域内 ,并最终收敛于原点附近的某个小的抖

振.假设系统 (1) 的不确定项 f 2具有确定的上下界 ,

不妨设 f′( k) ≤ f 2 ≤ f″( k) . 令 �f =
1
2

( f′( k) +

f″( k) ) , f̂ =
1
2

( f″( k) - f′( k) ) = ( f̂ 1 , f̂ 2 , ⋯,

f̂ n- r)
T , �f = diag ( f̂ 1 , f̂ 2 , ⋯, f̂ n- r) ,则有

f 2

≤�f + �f sgn s ( k) , s ( k) ≥0 ;

≥�f + �f sgn s ( k) , s ( k) ≤0 .
(6)

取离散变结构控制律

　　u( k) =

　　 - C- 1
2 [ ( DA 11 + A 21 ) x1 ( k) + DA 12 x2 ( k) +

79
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　　∑
m

i = 1

( DB i11 + B i21 + Fi ) x1 ( k - i) +

　　∑
m

i = 1

( DB i12 + B i22 + Gi ) x2 ( k - i) + f
-

+

　　f
～

sgn s ( k) +εT sgn s ( k) + ( qT - In- r) s ( k) ].

(7)

其中 : In- r 为单位矩阵 ;ε = diag (ε1 ,ε2 , ⋯,εn- r) ;

sgn (·) 为符号函数 ; sgn s ( k) = ( sgn s1 ( k) ;

sgn s2 ( k) , ⋯, sgn sn- r ( k) ) T ; q = diag ( q1 , q2 , ⋯,

qn- r) ;εi , qi ( i = 1 ,2 , ⋯, n - r) 为正常数 , T为采样周

期 ;0 <εi < 1 ,0 < qi T < 1 .从而有

s ( k + 1) - s ( k) =

Dx 1 ( k + 1) - A 22 x2 ( k) + ∑
m

i = 1
[ Fi x 1 ( k -

i) + Gi x 2 ( k - i) ] - s ( k) =

f 2 - f
-

- f
～

sgn s ( k) - εT sgn s ( k) - qTs ( k) .

由式 (6) 知

s ( k + 1) - s ( k) →

≤-εT sgn s ( k) - qTs ( k) , s ( k) > 0n- r ;

≥-εT sgn s ( k) - qTs ( k) , s ( k) < 0n- r .

由文献[10 ]知 , 在变结构控制律 (8) 的作用下 , 从

状态空间中任意一点出发的解的轨迹 ,将于有限步

内到达切换带 sΔ = { x ∈Rn : | s ( x ( k) ) | <Δ} ,其中

Δ =εT .特别地 ,若存在某个时刻 k0 ,使得 | s ( k0 )

| =
εT

1 - qT
,则从 k0 + 1时刻起 , 系统的运动将在准

切换流形 s ( k) = 0上渐近趋向零点 ,但运动轨迹恰

好到达状态空间中超平面| s ( k) | =
εT

1 - qT
的概率

为零.一般而言 ,系统的状态轨迹只能收敛于原点邻

域内的某个抖振 ,而不能期望原点的稳定性.

4　数值例子
　　考虑系统 (1) .其中

E =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

,

A =

0 . 400 0 . 010 0 . 200

0 . 280 0 . 620 - 0 . 600

- 0 . 100 0 . 200 0 . 601

,

B1 =

0 . 040 0 . 120 0 . 000

- 0 . 020 0 . 060 0 . 030

0 . 010 - 0 . 040 0 . 080

ζ,

B2 =

0 . 060 0 . 100 0 . 030

0 . 040 - 0 . 150 - 0 . 070

0 . 030 0 . 100 0 . 200

ζ,

C =

0

0

2

, f =
0

f 2

.

式中 :ζ为实参数 , f 2 ∈R1表示系统的不确定部分且

| f 2 | ≤ 2 . 选取式 (4) 为切换函数 , 其中 D =

(0 . 163 1 , - 0 . 114 2 ) , F1 = ( - 0 . 059 4 ,

0 . 303 7)ζ, G1 = 0 . 083 4ζ, F2 = ( - 0 . 005 2 ,

- 0 . 313 4)ζ, G2 = - 0 . 572 9ζ.则准滑动模方程为

　　

�Ex ( k + 1) =

�A x ( k) + �B 1 x1 ( k - 1) + �B 2 x2 ( k - 2) ,

s ( k) = 0 .

(8)

其中

�E = E ,

�A =

0 . 400 0 . 010 0 . 200

0 . 280 0 . 620 - 0 . 600

0 . 000 - 0 . 100 0 . 500

,

�B 1 =

0 . 040 0 . 120 0 . 000

- 0 . 020 0 . 060 0 . 030

0 . 050 - 0 . 320 - 0 . 080

ζ,

�B 2 =

0 . 060 0 . 100 0 . 030

0 . 040 - 0 . 150 - 0 . 070

0 . 000 0 . 280 0 . 560

ζ.

由引理 1知

�A 11 =
0 . 400 0 . 050

0 . 280 0 . 500
,

�H = ∑
∞

k = 1
| �A 11 | k- 1 =

1 . 748 3 0 . 174 8

0 . 979 0 2 . 097 9
.

此外 , de g ( de t (λ�E - �A ) ) = r a n k ( �E) = 2 ,且系统

�Ex ( k + 1) = �A x ( k ) 的广义特征值为 0 . 321 5和

0 . 578 5 .所以 ( �E , �A ) 为强稳定的.经过直接计算可

知 ,当 |ζ| ≤0 . 160 4时 ,引理 1的条件 1) 满足 ;当

0 . 160 4 < |ζ| < 0 . 245 0时 ,引理 1的条件 2) 满足.

所以当实参数ζ在上述范围内变化时 , 滑动模 (8)

是渐近稳定的.按式 (7) 取离散变结构控制律

　　u( k) =

　　 -
1
2

[ - 0 . 066 8 x1 ( k) + 0 . 130 8 x2 ( k) +

　　0 . 101 1 x3 ( k) - 0 . 040 6ζx 1 ( k - 1) +

　　0 . 280ζx 2 ( k - 1) + 0 . 160ζx 3 ( k - 1) +

　　0 . 030ζx 1 ( k - 2) - 0 . 180ζx 2 ( k - 2) -

　　0 . 360ζx 3 ( k - 2) + 2sgn s ( k) +

　　εT sgn s ( k) + ( qT - 1) s ( k) ].

其中 :ε和 q为正常数 , T为采样周期 ,0 < qT < 1 .根

据本文的讨论可知 ,在 u( k) 的作用下 ,从状态空间

中任意一点出发的解的轨迹 ,将于有限步内进入准

切换流形的一个小邻域内 , 并在该邻域内作步步穿
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越准切换流形的运动 , 其趋近准切换流形的速度以

及准切换流形邻域的大小取决于ε, q , T的选取.取ζ

= 0 . 1 ,ε= 1 , T = 0 . 08 , q = 1 , f 2 = 1 ,利用Matlab

作出的仿真曲线如图 1所示.

图 1　数据例子仿真结果

5　结 　　论
　　本文在不确定项满足匹配条件的前提下 , 设计

了带有差分补偿器的切换函数和离散变结构控制

律 ,使得闭环系统渐近稳定或收敛于原点邻域内的

一个小的抖振.最后给出了数值例子及仿真曲线 ,用

以说明该设计方法的可行性和有效性.
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