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带拖车移动机器人全局路径跟踪控制

苑　晶a , 黄亚楼b , 孙凤池b

(南开大学 a.信息技术科学学院 , b.软件学院 , 天津 300071)

摘　要 : 研究带拖车移动机器人的前向路径跟踪控制和倒车路径跟踪控制问题.首先建立系统的运动学模型 ,并进

行系统的运动特性分析 ;然后基于 Lyapunov方法提出一种新的单体移动机器人全局路径跟踪控制器 ,并将其引入

带拖车移动机器人的前向路径跟踪控制 ;再后通过运动学变换 ,实现了拖挂任意节拖车的系统的倒车路径跟踪控制 ;

最后针对三车体系统的两种路径跟踪控制进行仿真 ,结果表明了该方法的有效性.
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Abstract : The forward and backward path following control for t ractor2t railer mobile robot ( TTMR) are investigated.

First , the kinematic model of the system pulling N t railers is established and it s characteristics are analyzed. Then ,

by using Lyapunov method , a global path following controller for single2body mobile robot is designed and extended

into the forward path following control for the TTMR. After that , based on the above controller , a novel approach to

the backward path following control for the TTMR is proposed by the t ransformation of it s kinematics. Finally ,

simulations for three2body TTMR are presented , and the result s show the effectiveness of the approach.
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1　引　　言
　　带拖车移动机器人由一节牵引车和若干节拖车

组成 ,牵引车执行驱动和转向任务 ,拖车被动跟随牵

引车运动.这类机器人系统通常用于自动化工厂、机

场、车站、航运码头、核环境等场合 ,执行物料传送、

行李搬运、货物运输等任务.

　　带拖车移动机器人主要的控制问题是路径跟踪

控制.由于多车体的存在 ,使得这一问题变得十分复

杂 ,特别是倒车跟踪成为这类机器人控制的难点.目

前 ,带拖车移动机器人的路径跟踪控制主要包括 3

类研究方法 :L yap unov方法、线性化方法和构造虚

拟机器人方法.

　　基于 L yap unov理论的控制方法是带拖车移动

机器人路径跟踪控制的主要方法. Samson通过坐标

变换和输入变换将系统转化为斜对称链式形式 ,采

用 L yap unov方法设计了全局渐近收敛的时变反馈

控制器 ,不仅能用于路径跟踪控制 ,而且可实现镇定

控制[1 ] . Astolfi等同样基于 L yap unov方法 ,提出了

指数级收敛的局部跟踪控制器 ,用于这类机器人的

直线和圆弧前向跟踪控制[2 ] . Kim等针对两车体系

统 ,基于 L yap unov 方法设计了渐近收敛的倒车跟

踪控制器[3 ] ,然而该方法并未解决控制器的奇异问

题.

　　线性化方法也是带拖车机器人路径跟踪控制的

一种重要方法.文献 [ 4 ]首先对标准连接的系统 (相

邻车体的连接点位于前一车体后轮轴中心)进行精

确反馈线性化 ,然后研究非标准连接的系统 (相邻车

体的连接点位于前一车体后轮轴之后) ,这种系统不

能实现精确反馈线性化 ,但与标准连接的系统具有

相似的运动特性.文中建立了两种连接形式之间的

数量关系 ,使它们在跟踪直线和圆弧的稳态下具有

相同的运动行为.然而 ,该方法是针对两车体和三车
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体系统提出的 ,对于拖车节数更多的情况不具有通

用性.文献[ 5 ]同样采用线性化的方法 ,为车型机器

人和一节拖车组成的系统 ,设计了针对直线和圆弧

的前向跟踪和倒车跟踪的不连续反馈控制器.然而 ,

该控制器切换过于频繁 ,且难以适用于拖车节数更

多的情况.

　　Lamiraux等针对挂接一节拖车的系统 ,构造出

一个位于拖车后方且与牵引车对称的虚拟机器人 ,

通过控制虚拟机器人向前运动 ,实现原系统的倒车

跟踪[ 6 ] . Li等研究了带拖车移动机器人的前向跟踪

和倒车跟踪的困难性 ,并对车体节数变化时的控制

复杂程度进行分析[7 ] .

　　现有研究方法往往存在以下问题 :1)控制器设

计复杂 ,且很多情况下存在奇异 ;2)有些控制器难以

适用于倒车跟踪控制 ;3)大多数控制方法不能推广

到挂接任意节拖车的系统.针对上述问题 ,本文对拖

挂任意节拖车的系统进行研究 ,基于 L yap unov 方

法提出可用于实现前向和倒车全局跟踪的控制方

法.

2　运动特性

图 1　带 N节拖车的移动机器人系统

　　如图 1所示 ,对于拖挂 N 节拖车的系统 , [ x1 ,

y1 ,θ1 ,θ2 , ⋯,θN +1 ]表示系统位形 ; u1 和 u2 分别为牵

引车的线速度和角速度 ,它们共同构成系统的两个

控制输入 ; l i和 c i分别为第 i节车体与前一节车体和

后一节车体之间的连杆长度.带 N 节拖车的机器人

系统具有 N + 3维状态 ,但只有两个控制输入 ,因此

是一类典型的欠驱动系统.

　　由图 1可知 ,系统的运动学模型为

Ûx1

Ûy1

=
cosθ1

sinθ1
u1 ; (1)

x i

y i

=
x i- 1

y i- 1

- ci- 1

cosθi - 1

sinθi - 1

- l i

cosθi

sinθi

; (2)

V i = cos (θi- 1 - θi ) V i - 1 + ci- 1 sin (θi- 1 - θi )θ
·

i- 1 ,

θ
·

i =
1
l i

[ sin (θi - 1 - θi ) V i- 1 - ci- 1 cos (θi- 1 - θi )θ
·

i- 1 ].

(3)

其中 :V i 表示第 i 节车体中心点的线速度 ; i = 2 ,3 ,

⋯, N + 1 .

　　对于带拖车移动机器人这类复杂的机械系统 ,

当牵引车跟踪某一路径时 ,所有车体的运动轨迹通

常各不相同 ,即系统运动会产生多条轨迹 ,这一点明

显区别于单体机器人.文献[8 ]证明了如下结论 :

　　引理 1　对于连接参数满足 l i ≥ci - 1 ( Πi = 2 ,

3 , ⋯, N + 1) 的带 N 节拖车的系统 ,当牵引车向前

跟踪半径 r1 ≥r1 min的圆形路径运动时 ,所有拖车的

运动路径都将指数级收敛于一组同心圆 ,且同心圆

半径

ri = r2
i - 1 + c2

i- 1 - l2
i , i = 2 ,3 , ⋯, N + 1 .

其中

r1 min =
( cN + lN +1 cos <max ) 2

sin2 <max
+ ∑

N +1

k = 2

( l2
k - c2

k- 1 )

表示机器人的最小允许转弯半径 ; <max 为相邻车体

之间的最大允许夹角 ,由系统机械结构决定.

　　连接参数满足 l i < ci- 1 ( Πi = 2 ,3 , ⋯, N + 1)

的情况与引理 1类似 ,具体结果可参见文献[8 ].

　　三车体系统向前跟踪半径为1 m的圆形路径仿

真结果如图 2 (a) 所示.其中 :系统初始位形[ x1 , y1 ,

θ1 ,θ2 ,θ3 ] = [1 ,0 ,π/ 2 ,π/ 2 ,π/ 2 ] , u1 = 1 m/ s , u2 =

1 rad/ s.当牵引车以倒车方式跟踪圆弧路径时 ,情

况则不同 ,系统在相同初始状态下倒车跟踪圆形路

径的仿真结果如图 2 (b) 所示.其中 : u1 = - 1 m/ s ,

u2 = - 1 rad/ s.

图 2　牵引车跟踪圆形路径仿真结果

　　由图 2 (b) 可见 ,当牵引车倒车跟踪时 ,两节拖

车首先倒车运动 ,然后变为向前运动 ,直至收敛到稳

态.此时第一节拖车的连杆可能与牵引车车体发生

碰撞甚至挤压 ,特别是当 l i = ci - 1 ( Πi = 2 ,3 , ⋯, N

+1)时 ,挤压必然发生 ,从而违反系统的物理结构
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配置.由此可见 ,带拖车移动机器人的前向跟踪控制

在很多情况下类似于单体机器人 ,而其倒车跟踪比

单体机器人复杂得多.

3　带拖车移动机器人路径跟踪控制
3 . 1　单体两轮移动机器人路径跟踪控制

　　文献 [9 212 ]提出多种两轮机器人路径跟踪控

制器 ,但却难以推广到带拖车机器人的路径跟踪控

制 ,因为上述控制器的线速度均为系统的状态反馈 ,

其大小和方向随系统状态的变化而变化.即当系统

处于某些位形时 ,线速度可能为负 ,此时机器人执行

倒车 ,会出现图 2 ( b) 的不合理运动.为避免这一现

象 ,本文针对两轮单体机器人设计出一种新的控制

器 ,其线速度取期望值而非系统的状态反馈.因此 ,

无论期望机器人前向跟踪还是倒车跟踪 ,系统的运

动方向始终保持与期望方向一致.

　　假设期望路径 y d = f ( x d ) 可表示为时间的参

数方程形式 ( x d ( t) , y d ( t) ) ,由两轮系统运动学模型

知 ,期望线速度 u1 d =± x
·2

d + y
·2

d ,期望姿态角

θd = arctan ( Ûy d / Ûx d ) + kπ, k ∈ Z. (4)

若期望机器人前向跟踪期望路径 ,则 u1 d 取正 ,θd =

arctan ( Ûy d / Ûx d ) + 2 mπ, m ∈Z;若期望机器人倒车跟

踪期望路径 ,则 u1 d取负 ,θd = arctan ( Ûy d / Ûx d) + (2 m

+ 1)π, m ∈ Z.系统的期望角速度为

u2 d ( t) =
ÿ d ( t) Ûx d ( t) - ẍ d ( t) Ûy d ( t)

Ûx2
d + Ûy2

d
, u1 d ≠0 . (5)

　　建立系统路径跟踪的误差模型

ex

ey

eθ

=

cosθ sinθ 0

- sinθ cosθ 0

0 0 1

x d - x

y d - y

θd - θ

, (6)

则

lim
t→∞

( ex , ey , eθ) = (0 ,0 ,2 mπ) Ζ

lim
t→∞

( x , y ,θ) = ( x d , y d ,θd + 2 mπ) .

　　针对两轮单体移动机器人 ,本文给出如下全局

路径跟踪控制器 :

　　定理 1　假设期望路径为ρd ( x d , y d ) , x d 和 y d

三阶可导且三阶导数有界 , u1 d ≠0 .若控制输入取

u1 = u1 d ,

u2 = u2 d +
2
k2

[2 k1 u1 d ( ey cos
eθ
2

-

　　 ex sin
eθ
2 ) + sin

eθ
2 ] .

(7)

则系统的运动将渐近收敛到ρd .其中 : k1 > 0 , k2 >

0 .

　　证明 　由式 (6) 得

Ûex

Ûey

Ûeθ
=

- 1 ey

0 - ex

0 - 1

u1

u2

+

u1 dcos eθ

u1 d sin eθ

u2 d

. (8)

　　构造 Lyap unov函数

V =
1
2

k1 ( e2
x + e2

y ) + k2 (1 - cos
eθ
2 ) ,

ÛV = k1 ( exÛe x + eyÛe y ) +
k2

2
sin

eθ
2

Ûeθ =

⋯ = - sin2 ( eθ/ 2) ≤0 .

　　因为 V ≥ 0 , ÛV ≤ 0 , 所以 V ∈ L ∞ , 且 lim
t→∞

sin ( eθ/ 2) = 0 . 即 lim
t→∞

eθ = 2 mπ, m ∈ Z. 由

L yap unov函数知 , ex , ey ∈L ∞.根据式 (7) , u1 , u2 ∈

L ∞.由式 (8) 知 ,Ûex ,Ûey ,Ûeθ ∈L ∞.又因 ëθ = Ûu2 d - Ûu2 ,

而Ûu1 d =±( Ûx d ẍ d + Ûy d ÿ d ) / x
·2

d + y
·2

d ,所以Ûu1 d ∈L ∞.

则 ëθ ∈L ∞ ,Ûeθ一致连续.

　　根据扩展的B a r ba l a t引理 ,可知 lim
t→∞

Ûeθ = 0 ]

lim
t→∞

ey = 0 ,所以lim
t→∞

u2 = u2 d .由式 (8) 知 ëy ∈L ∞ ,因

此Ûey 一致连续. 又因 lim
t→∞

ey = 0 , 所以 lim
t→∞

Ûey =

lim
t→∞

( - ex u2 + u1 d sin eθ) = lim
t→∞

( - ex u2 d ) = 0 .由式 (8)

知 ,Ûex = ey u2 - u1 d (1 - cos eθ) →0 ,且 ex ∈L ∞ ,则

lim
t→∞

ex = 0或lim
t→∞

u2 d = 0 .若lim
t→∞

u2 d = 0 ,则由式 (5)

知 ,期望路径ρd的曲率 k d →0 ,此时期望路径趋于直

线.由lim
t→∞

ey = 0和lim
t→∞

eθ = 0可知 , - sinθd ( x d - x)

+ cosθd ( y d - y) = 0 ,即 ( y d - y) / ( x d - x) = tan

θd .说明此时 ( x , y) 位于期望直线 ( x d , y d ) 上 ,即机

器人已经收敛到ρd .

　　综上可知 ,当控制输入取式 (7) 时 ,系统的运动

将渐近收敛于期望路径ρd . □

　　本文设计的控制器形式上和计算上都很简单 ,

并可避免极坐标变换[12 ] 和构造虚拟车[13 ] 两种常用

方法而引入的奇异问题 ,因此是一种便于实际应用

的控制器.

3 . 2　带拖车移动机器人前向路径跟踪控制

　　对于带拖车移动机器人 ,由于拖车无任何驱动

而完全被动跟随牵引车运动 ,当系统向前跟踪期望

路径时 ,只要期望路径的曲率满足 kd ≤1/ r1 min ,则

该问题类似于控制单体机器人向前跟踪期望路径.

为此给出如下控制器 :

　　推论 1　假设期望路径为ρd ( x1 d , y1 d ) , x1 d 和

y 1 d 三阶可导且三阶导数有界.若牵引车控制输入取

　　　

u1 = u1 d ,

u2 = u2 d +
2
k4

[2 k3 u1 d ( ey1 cos
eθ1
2

-

　　ex1 sin
eθ1
2 ) + sin

eθ1
2 ] .

(9)
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则牵引车的运动渐近收敛到ρd .其中 : [ ex1 , ey1 , eθ1 ]

满足式 (6) , k3 > 0 , k4 > 0 .

3 . 3　带拖车移动机器人倒车路径跟踪控制

　　由第 2节的分析可知 ,若控制牵引车倒车跟踪

期望路径 ,则可能导致系统出现不合理的位形. 为

此 ,控制最后一节拖车倒车跟踪期望路径 ,从而实现

系统整体的倒车运动 ,显然这与实际需要是一致的.

考虑到这类机器人的实际应用场合 ,通常希望以倒

车跟踪的方式将拖车控制到给定位置 ,以便进行货

物装卸.本文以控制最后一节拖车倒车跟踪期望路

径为目标 ,设计如下控制器 :

　　定理 2　对于带 N 节拖车的系统 ,假设期望路

径为ρd ( x ( N +1) d , y ( N +1) d ) , x ( N +1) d 和 y ( N +1) d 三阶可导

且三阶导数有界.若牵引车的线速度和角速度分别

取

u1 = A N +1 V N +1 + lN +1 B N +1ωN +1 ,

u2 = CN +1 V N +1 + lN +1 DN +1ωN +1 .
(10)

则最后一节拖车将以倒车方式渐近收敛到ρd .其中
V N +1 = u( N +1) 1 d ,

ωN +1 = u( N +1) 2 d +
2
k6

[2 k5 u( N +1) 1 d ( ey N +1 cos
eθ

N +1

2
-

　　　ex N +1 sin
eθ

N +1

2 ) + sin
eθ

N +1

2 ] ,

u( N +1) 1 d ( t) = - Ûx2
( N +1) d ( t) + Ûy2

( N +1) d ( t) ,

u( N +1) 2 d ( t) =

ÿ ( N +1) d ( t) Ûx ( N +1) d ( t) - ẍ ( N +1) d ( t) Ûy ( N +1) d ( t)

Ûx2
( N +1) d ( t) + Ûy2

( N +1) d ( t)
,

A 2 = cos (θ1 - θ2 ) ,

A k = cos (θk- 1 - θk ) A k- 1 +
lk- 1

ck- 1
sin (θk- 1 - θk ) B k- 1 ,

B2 = sin (θ1 - θ2 ) ,

B k = sin (θk- 1 - θk ) A k- 1 -
lk- 1

ck- 1
cos (θk- 1 - θk ) B k- 1 ,

C2 =
1
c1

sin (θ1 - θ2 ) ,

Ck = cos (θk- 1 - θk ) Ck- 1 +

　　 lk- 1

ck- 1
sin (θk- 1 - θk ) Dk- 1 ,

D2 = -
1
c1

cos (θ1 - θ2 ) ,

Dk = sin (θk- 1 - θk ) Ck- 1 -
lk- 1

ck- 1
cos (θk- 1 - θk ) Dk- 1 ,

k = 3 ,4 , ⋯, N + 1 .

其中 : k5 > 0 , k6 > 0 ; ex N +1 , ey N +1 , eθ
N +1 满足式 (6) .

　　证明 　根据式 (3) 并令

R i =

cos (θi- 1 - θi ) ci - 1 sin (θi- 1 - θi )

1
l i

sin (θi- 1 - θi ) -
ci- 1

l i
cos (θi - 1 - θi )

,

显然 R i 可逆.则有

V i- 1

θ
·

i - 1

= R - 1
i

V i

θ
·

i

= R - 1
i R - 1

i+1 ⋯R - 1
N +1

V N +1

θ
·

N +1

,

i = 2 ,3 , ⋯, N + 1 .

　　针对 V i - 1 进行递推迭代 ,可得

V i- 1 =

cos (θi- 1 - θi ) V i + l i sin (θi- 1 - θi )θ
·

i =

�A i V i + l i �B iθ
·

i = �A i+1 V i+1 + l i+1 �B i+1ωi+1 =

⋯ = �A N +1 V N +1 + lN +1 �B N +1ωN +1 .

其中

�A i = co s (θi - 1 - θi ) ,

�A k = cos (θk- 1 - θk ) �A k- 1 +
lk- 1

ck- 1
sin (θk- 1 - θk ) �B k- 1 ,

�B i = sin (θi- 1 - θi ) ,

�B i = sin (θk- 1 - θk ) �A k- 1 -
lk- 1

ck- 1
cos (θk- 1 - θk ) �B k- 1 ,

k = i + 1 , ⋯, N + 1 , i = 2 ,3 , ⋯, N .

　　当 i = 2时 , A 2 = �A 2 , A k = �A k , B2 = �B 2 , B k =

�B k , k = 3 ,4 , ⋯, N + 1 ,则 u1 = V 1 = A N +1 V N +1 +

lN +1 B N +1ωN +1 . 同理可得 u2 = ω1 = CN +1 V N +1 +

lN +1 DN +1ωN +1 .因此 ,当控制输入取式 (10) 时 ,由定

理 1知最后一节拖车以倒车方式渐近收敛到期望路

径. □

　　推论 2　特别地 ,当 l1 = l2 = ⋯= lN +1 = l =

c1 = c2 = ⋯ = cN +1 = c时 ,若系统的控制输入取

u1 = cos[∑
N +1

j = 2

( - 1) j (θj - 1 - θj ) ]V N +1 +

l ( - 1) N +1 sin[∑
N +1

j = 2

( - 1) j (θj - 1 - θj ) ]ωN +1 ,

u2 =
1
c

sin[∑
N +1

j = 2

( - 1) j (θj - 1 - θj ) ]V N +1 +

( - 1) N +2 cos[∑
N +1

j = 2

( - 1) j (θj - 1 - θj ) ]ωN +1 ,

则最后一节拖车以倒车方式渐近收敛于期望路径.

4　仿真研究
　　假设牵引车挂接两节拖车 ,系统的结构参数为

l1 = l2 = l3 = 0 . 5 m , c1 = c2 = c3 = 0 . 3 m , <max =

π/ 2 .

4 . 1　前向跟踪控制仿真

　　期望路径选为圆 (cos ( t) , sin ( t) ) ,期望线速度

u1 d = 1 m/ s ,初始位形[ x1 , y1 ,θ1 ,θ2 ,θ3 ] = [2 , - 1 ,

π/ 4 ,π/ 4 ,π/ 4 ].执行式 (9) ,得到的仿真结果如图 3

所示.

　　期望路径选为正弦曲线 ( t , sin t) , 初始位形

[ x1 , y1 ,θ1 ,θ2 ,θ3 ] = [1 ,1 ,π,π ,π].执行式 (9) ,得到
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图 3　圆形路径前向跟踪控制仿真结果

图 4　正弦路径前向跟踪控制仿真结果

的仿真结果如图 4所示.

4 . 2　倒车跟踪控制仿真

　　期望路径选为圆 (cos ( t) , sin ( t) ) ,系统初始位

形[ x3 , y3 ,θ1 ,θ2 ,θ3 ] = [2 , - 1 ,5π/ 4 ,5π/ 4 ,5π/ 4 ].

执行式 (10) ,得到的仿真结果如图 5所示.

　　期望路径选为正弦曲线 ( t , sin t) , 初始位形

[ x3 , y3 ,θ1 ,θ2 ,θ3 ] = [1 ,1 ,0 ,0 ,0 ]. 执行式 (10) ,得

到的仿真结果如图 6所示.

图 5　圆形路径倒车跟踪控制仿真结果

图 6　正弦路径倒车跟踪控制仿真结果

5　结 　　语
　　本文系统地研究了带拖车机器人的路径跟踪控

制问题.针对单体两轮机器人设计具有一致运动方

向的跟踪控制器 ,并将其推广到拖挂任意节拖车的

带拖车机器人的前向和倒车跟踪控制 ,提出了全局

渐近收敛的控制器 ,从而有效地解决了这类机器人

的路径跟踪控制难题.
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　　文中设计的带拖车机器人的前向和倒车路径跟

踪控制器 ,都是基于单体机器人跟踪控制器实现的 ,

因此二者具有相同的形式 ,便于实际应用.另外 ,上

述控制器简单、有效 ,且可避免常用控制器中的奇异

问题 ,非常适用于带拖车机器人的实际控制.
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