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不确定离散切换系统具有极点约束的保性能控制

张　颖 , 段广仁
(哈尔滨工业大学 控制理论与制导技术研究中心 , 哈尔滨 150001)

摘　要 : 对一类含有范数有界不确定性的离散切换系统和一个二次型性能指标 , 研究其具有闭环极点约束的鲁棒

状态反馈保性能控制问题. 利用二次 Lyapunov函数方法和线性矩阵不等式技术 , 给出了鲁棒保性能控制器存在的

一个充分条件 ,在所构造切换规则下 ,闭环系统二次 D稳定 ,且满足给定的性能指标.在此基础上 , 将次优保性能控

制器设计问题转化为一组线性矩阵不等式约束下的凸优化问题.数值例子说明了所提方法的有效性.
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Abstract : For a class of discrete2time switched systems with norm2bounded uncertainties and a quadratic cost index ,

the problem of designing a guaranteed cost state feedback controller with pole const raint s is considered. A sufficient

condition for the existence of robust guaranteed controllers is derived by using a quadratic Lyapunov function approach

and linear matrix inequality technique. Based on a const ructed switching law , the closed2loop system is quadratic D2
stable and the closed2loop cost function value is not more than a specified upper bound. Furthermore , the design

problem of the suboptimal guaranteed cost controller is turned into a convex optimization problem with linear matrix

inequalities const raint s. A numerical example shows the effect of the proposed design approach.
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1　引　　言
　　近年来 ,关于切换系统和切换控制的研究受到

越来越多的关注.切换系统是混合动态系统中的一

种类型 ,它由若干个子系统及一个切换规律构成 ,切

换规律确定在某一时刻所切换的子系统.很多实际

物理过程和系统都可用切换系统建模 ,如化工过程、

计算机控制系统、切换电路等.在切换系统的研究

中 ,切换系统稳定性分析和设计是研究最为集中的

问题[ 123 ] .虽然关于切换系统的研究目前已取得了大

量成果[128 ] ,但是较少有文章考虑不确定性的影响.

这方面研究工作重点之一在于如何设计不依赖于系

统不确定性的切换规律 ,且能够保证系统稳定性和

其他性能要求.文献[ 9 ]考虑了不确定离散切换系统

鲁棒 H∞控制问题 ,构造了与系统不确定性无关的

切换规律.

在关于切换系统的实际控制问题中 ,为达到满

意的控制效果 ,不仅要使控制系统具有好的稳态性

能 ,同时也要使控制系统动态性能满足一定的要求 ,

如尽可能短的调节时间、小的超调等.这些过渡过程

性能的要求可通过将闭环系统极点配置在复平面上

的特定区域中来达到.为此 ,结合闭环系统动态性能

的考虑 ,文献 [ 10 ]利用一般系统区域极点配置方

法[11 ] ,研究了将所有闭环子系统极点约束在一个给

定圆盘中的不确定切换系统控制问题 ,并考虑当控

制器受结构约束的情形.

本文利用二次 L yap unov 函数方法 ,研究一类
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能控制问题 ,构造不依赖于系统不确定性的切换规

律 ,给出控制器存在的充分条件和控制器参数化形

式.

2　问题描述
　　考虑下述含有不确定性的离散切换系统 :

x ( t + 1) = ( Aσ( x , t) +ΔAσ( x , t) ) x ( t) +

( Bσ( x , t) +ΔBσ( x , t) ) u( t) . (1)

其中 : x ( t) ∈Rn 为状态向量 , u( t) ∈Rm 为控制输

入 , y ( t) ∈Rq为系统输出 ,σ( x , t) 为切换信号 ,且在

有限集 �N = { 1 ,2 , ⋯, N}中取值 , N > 1为子系统个

数 ,σ( x , t) = i意味着第 i 个子系统被激活.系统初

值为 x0 , A i , B i , Ci ( i ∈ �N ) 为相应维数的已知矩阵 ,

ΔA i ,ΔB i 为系统的不确定项 ,且满足

[ΔA i 　ΔB i ] = D i F i [ Eai 　Ebi ]. (2)

其中 : D i , Eai , Ebi ( i ∈�N ) 为已知矩阵 ; Fi ( i ∈�N ) 为

不确定矩阵 ,满足

FT
i F i ≤ I. (3)

　　对于系统 (1) ,设计状态反馈控制律

u( t) = Kσ( x , t) x ( t) . (4)

应用控制律 (4) 于系统 (1) ,得到闭环系统

x ( t + 1) = ( Aσ( x , t) +ΔAσ( x , t) + Bσ( x , t) Kσ( x , t) +

ΔBσ( x , t) Kσ( x , t) ) x ( t) . (5)

　　定义如下的性能指标函数

J = ∑
∞

t = 0

( x T ( t) Qσ( x , t) x ( t) + uT ( t) Rσ( x , t) u( t) ) ,

(6)

其中加权矩阵 Qσ( x , t) , Rσ( x , t) ,σ( x , t) ∈ �N 为给定的
对称正定矩阵.

对于切换系统 (1) ,考虑复平面上中心在 - α+

j0 ,半径为 r的圆盘 D (α, r) ,满足 - 1 + r <α< 1 -

r ,以保证切换系统每个极点均位于单位圆内的圆盘

D (α, r) 中.由文献[10 ]知 ,要解决极点约束问题 ,只

需在稳定性分析条件中以矩阵 ( A +αI ) / r取代系统

矩阵 A 即可.因此有下面的定义 :

定义 1　考虑系统 (1) 和给定的圆盘 D (α, r) ,

如果存在对称正定矩阵 P ,使得对于所有满足式 (3)

的不确定矩阵 Fi ,有
- P- 1 ( A i + D i F i E ai +αI) / r

( A i + D i F i E ai +αI) T / r - P
< 0 ,

则系统 (1) 是二次 D2稳定的.

二次 D2稳定性不仅保证系统是二次稳定的 ,而

且保证对所有允许的不确定性 ,系统极点均在给定

圆盘 D (α, r) 中.

定义 2　考虑不确定离散切换系统 (1) ,对于给

定的圆盘 D (α, r) 和性能函数 (6) ,如果存在形如式

(4) 的状态反馈控制律 u 3 ( t) ,适当的切换规律σ( x ,

t) 和正的标量 J 3 ,使得对于所有允许的不确定性 ,

相应的闭环系统 (5) 二次 D2稳定 ,并且性能函数 (6)

满足 J ≤J 3 ,则 J 3 被称为系统 (1) 的保性能值 ,控

制律 u 3 ( t) 被称为系统 (1) 的具有闭环极点约束的

状态反馈保性能控制器.

基于上述准备工作 ,本文要解决的问题可描述

如下 :考虑含有范数有界不确定性的离散切换系统

(1) ,对于给定的圆盘 D (α, r) 和性能函数 (6) ,设计

具有闭环极点约束的状态反馈保性能控制器 (4) 和

相应的切换规则σ( x , t) ,并求解次优保性能控制问

题.

3　主要结果
　　为得到本文主要结果 ,先给出如下引理 :

　　引理 1[9 ] 　给定适当维数的矩阵 A , E , F ,如果

存在对称正定矩阵 P和常数η > 0满足

η- 1 I - ET PE > 0 , (7)

则对于所有满足ΓTΓ≤ I的矩阵Γ,均有下式成立 :

　　　　( A + EΓF) T P( A + EΓF) ≤

　　　　A T ( P- 1 - ηE E T ) - 1 A +η- 1 FT F. (8)

　　引理 2　考虑给定的圆盘 D (α, r) ,系统 (1) 和

性能指标函数 (6) ,如果对于所有满足式 (3) 的不确

定矩阵 Fi ( i ∈ �N ) 存在对称正定矩阵 P ,矩阵 Ki ( i

∈ �N ) 和切换规律σ( x , t) ,满足

- P- 1 Φ

ΦT - P + Qσ( x , t) + KT
σ( x , t) Rσ( x , t) Kσ( x , t)

< 0 ,

(9)

其中

Φ = ( Aσ( x , t) + Bσ( x , t) Kσ( x , t) + Dσ( x , t) Fσ( x , t) ( Eaσ( x , t) +

Ebσ( x , t) Kσ( x , t) ) +αI ) / r ,

则系统 (1) 具有闭环极点约束的状态反馈保性能控

制问题有解 ,状态反馈控制律可由式 (4) 给出 ,保性

能指标满足

J ≤ x T
0

P
r2 x0 .

　　证明 　考虑如下的正定函数作为闭环系统 (5)

的 L yap unov函数 :

V ( x ( t) ) = x T ( t) Px ( t) ,

其中 P是对称正定矩阵.类似文献[12 ]中定理 1的

证明过程 ,易得该引理. □

引理 3　给定圆盘 D (α, r) 和一组常数β1 ,β2 ,

⋯,βN > 0 ,如下描述等价 :

1) 存在对称正定矩阵 P ,矩阵 K1 , K2 , ⋯, KN

和常数η > 0满足

η- 1 I - DT
i PD i > 0 , (10)
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∑
N

i = 1

βi [ ( Â i +αI ) T ( P- 1 -

ηD i D
T
i ) - 1 ( Â i +αI ) +η- 1 Êai ÊT

ai -

r2 P + r2 Qi + r2 KT
i R i K i ] < 0 . (11)

其中 : Â i = A i + B i K i , Êai = Eai + Ebi K i .

　　2) 存在对称正定矩阵 X ,矩阵 Y1 , Y2 , ⋯, Y N 和

常数η > 0 ,满足下述线性矩阵不等式 :

- r2 ∑
N

i = 1

βi X 3 3 3 3 3 3

M1 X1 3 3 3 3 3
… … ω 3 3 3 3

M N 0 ⋯ X N 3 3 3
X 0 ⋯ 0 Θ1 3 3
… … ω … … ω 3
X 0 ⋯ 0 0 ⋯ ΘN

Y1 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

… … ω … … ω …
Y N 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

N1 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

… … ω … … ω …
N N 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

→

←

3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3

- r- 2 R - 1
1 3 3 3 3 3
… ω 3 3 3 3
0 ⋯ - r- 2 R - 1

N 3 3 3
0 ⋯ 0 - ηI 3 3
… ω … … ω 3
0 ⋯ 0 0 ⋯ - ηI

< 0 .

(12)

其中

M i = βi A i X + B i Y i +α βi X ,

N i = βi E ai X + Ebi Y i ,

X i = - X +ηD i D
T
i ,

Θi = - r- 2β- 1
i Q - 1

i , i ∈ �N .

如果条件 2) 有可行解 ,则状态反馈增益阵可由下式

给出 :

Ki =
1
βi

Y i X - 1 , i ∈ �N .

　　证明 　由矩阵的 Schur补性质 ,不等式 (10) 等

价于 P- 1 - ηD i D
T
i > 0 ,因此 P- 1 - ηD i D

T
i 可逆.

记

�A =

β1 ( A 1 + B1 K1 +αI )

…

βN ( A N + B N K N +αI )

,

�K =

β1 K1

…

βN K N

, �E =

β1 ( Ea1 + Eb1 K1 )

…

βN ( EaN + EbN K N )

,

�P = diag ( P , ⋯, P) , �D = diag ( D1 , ⋯, DN ) ,

�R = diag ( R1 , ⋯, RN ) ,

则不等式 (11) 等价于

�A T ( �P- 1 - η�D �D T ) - 1 �A +η- 1 �ET �E -

r2 ∑
N

i = 1

βi P + r2 ∑
N

i = 1

βi Q i + r2 �KT �P�K < 0 . (13)

根据 Schur补性质 ,上式等价于

- r2 ∑
N

i = 1

βi P +

r2 ∑
N

i = 1

βi Q i

�A T �KT �ET

�A
- �P- 1 +

η�D �D T
0 0

�K 0 - r- 2 �R - 1 0

�E 0 0 - ηI

< 0 .

(14)

对式 (14) 左右两端同时乘以矩阵 diag ( P- 1 ,

I , ⋯, I

N个

, I , ⋯, I

N个

, I , ⋯, I

N个

) , 令 P- 1 = X , Y i =

βi K i X ,再次应用 Schur 补引理即可得到线性矩阵

不等式 (12) . □

下面给出具有闭环极点约束的状态反馈保性能

控制问题可解的充分条件.

定理 1　考虑离散切换系统 (1) 和性能指标函

数 (6) ,对于所有允许的不确定性 ,给定圆盘 D (α, r)

和一组常数β1 ,β2 , ⋯,βN > 0 ,如果存在对称正定矩

阵 X ,矩阵 Y1 , Y2 , ⋯, Y N 和常数η > 0 ,满足线性矩

阵不等式 (12) ,则具有闭环极点约束的状态反馈保

性能控制问题有解.相应的切换规律为

σ( x , t) =

arg min
i∈�N

{ x T ( t) [ ( Â i +αI ) T ( P- 1 -

ηD i D
T
i ) - 1 ( Â i +αI ) +η- 1 Êai Ê T

ai -

r2 P + r2 Qi + r2 KT
i R i K i ] x ( t) } . (15)

其中 :

Â i = A i + B i K i , Êai = Eai + Ebi K i .
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状态反馈增益阵由下式给出 :

Ki =
1
βi

Y i X - 1 , i ∈ �N . (16)

相应的闭环保性能值为

J 3 = x T
0 X - 1 x0 . (17)

　　证明 　由引理 3 可知 ,线性矩阵不等式条件

(12) 等价于

∑
N

i = 1

βi [ ( Â i +αI ) T ( P- 1 - ηD i D
T
i ) - 1 ( Â i +αI ) +

η- 1 Êai Ê T
ai - r2 P + r2 Qi + r2 KT

i R i K i ] < 0 ,

其中 P = X - 1 , X为满足不等式 (12) 的对称正定矩

阵 ,因此对于任意非零 x ( t) ∈Rn ,有

∑
N

i = 1

βi min
i∈�N

{ x T ( t) [ ( Â i +αI ) T ( P- 1 -

ηD i D
T
i ) - 1 ( Â i +αI ) +η- 1 Êai Ê T

ai -

r2 ( P - Qi - KT
i R i K i ) ] x ( t) } ≤

∑
N

i = 1

βi { x T ( t) [ ( Â i +αI ) T ( P- 1 -

ηD i D
T
i ) - 1 ( Â i +αI ) +η- 1 Êai Ê T

ai -

r2 ( P - Qi - KT
i R i K i ) ] x ( t) } < 0 . (18)

　　为叙述方便 ,在以下证明过程中用σ代替切换

规律σ( x , t) .在切换规律 (15) 作用下 ,易得

( Âσ +αI ) T ( P- 1 - ηDσD T
σ) - 1 ( Âσ +αI ) +

η- 1 Êaσ Ê T
aσ - r2 ( P - Qσ - KT

σRσKσ) < 0 . (19)

其中

Âσ = Aσ + BσKσ , Êaσ = Eaσ + EbσKσ.

　　由引理 1 ,有

( Âσ + DσFσÊ aσ +αI ) T ×

P( Âσ + DσFσÊ aσ +αI ) ≤

( Âσ +αI ) T ( P- 1 - ηDσD T
σ) - 1 ×

( Âσ +αI ) +η- 1 ÊaσÊ T
aσ ,

因此

( Âσ + DσFσÊ aσ +αI ) T P( Âσ + DσFσÊ aσ +

αI ) - r2 ( P - Qσ - KT
σRσKσ) < 0 . (20)

　　另一方面 ,由矩阵的 Schur补引理可知 ,式 (20)

等价于式 (9) , 显然上述过程即由式 (12) 得到式

(9) .因此 ,由引理 2可知 ,如果线性矩阵不等式 (12)

有可行解 X , Y1 , ⋯, Y N ,η,则存在形如式 (4) 的具有

闭环极点约束的状态反馈保性能控制器 ,即在切换

规律 (15) 作用下 ,闭环保性能值可由式 (17) 给出 ,

状态反馈增益阵由式 (16) 给出. □

类似文献 [13 , 14 ] ,以下定理将上述保性能控

制问题转化为一类凸优化问题.

定理 2　对于系统 (1) 与性能函数 (6) ,设系统

初值 x0 已知 ,如果下面的优化问题 :

min
X , Y1 , ⋯, Y N ,η
α,

s. t . 1) L MI (12) ,

2)
- α x T

0

x0 - X
< 0 ,

3) η > 0 (21)

有解 X , Y1 , ⋯, Y N ,η,α,则具有闭环极点约束的状

态反馈保性能控制问题有解.即在切换规律 (15) 作

用下 ,形如式 (4) 的状态反馈控制律为系统 (1) 具有

闭环极点约束的保性能控制器 ,增益矩阵由式 (16)

给出 ,相应的闭环保性能值可表示为式 (17) .

证明 　根据定理 1 ,由优化问题的解设计的控

制律是系统 (1) 的具有闭环极点约束的鲁棒状态反

馈保性能控制律. 另一方面 , 由 Schur 补性质 ,

x T
0 X - 1 x0 <α等价于条件 2) .由上面的分析可知 J 3

<α,所以将次优保性能控制问题转化为优化问题

(21) . □

4　数值仿真
　　考虑含有不确定性的离散切换系统 (1) 与性能

函数 (6) ,取 N = 2 ,系数矩阵如下 :

A 1 =

0 . 75 - 0 . 6 0

0 - 1 . 65 0

0 . 2 0 - 1 . 65

,

B1 =

1 2

2 0

0 - 1

, D1 =

0 0 . 3 0 . 5

0 . 5 0 0 . 4

0 . 2 0 0 . 6

,

Ea1 =

0 . 1 0 . 2 0

0 . 5 0 0 . 3

0 0 . 4 0

, Eb1 =

0 . 1 - 0 . 4

0 0 . 5

0 . 2 0

,

A 2 =

0 . 25 - 4 . 25 - 1

0 - 0 . 5 - 2 . 5

0 - 0 . 75 - 0 . 25

, B2 =

1 3

3 - 1

0 1

,

D2 =

0 . 5 0 . 3 0

0 0 . 5 0 . 4

0 . 2 0 . 7 0

, Eb2 =

0 . 8 0

0 0 . 24

0 . 4 0 . 16

,

Ea2 =

- 0 . 1 - 0 . 3 - 0 . 6

0 - 0 . 2 0

- 0 . 4 0 - 0 . 3

.

　　加权矩阵取为 Q1 = Q2 = 0 . 3 I , R1 = R2 = I.

取常数β1 = β2 = 0 . 5 , 系统初始状态为 x0 =

[1　0　 - 1 ]T .

求解系统具有闭环极点约束的状态反馈保性能

控制问题.给定圆盘 D (0 . 4 ,0 . 6) ,预设计一个形如

式 (4) 的具有闭环极点约束的状态反馈保性能控制
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器和相应切换规则σ( x , t) ,并求解次优保性能控制

问题.

应用定理 2 ,利用 Matlab L MI工具箱解优化问

题 (21) ,可得

X =

0 . 369 9 0 . 042 7 0 . 174 0

0 . 042 7 0 . 152 1 - 0 . 030 8

0 . 174 0 - 0 . 030 8 0 . 229 3

,

Y1 =
0 . 009 4 0 . 060 0 - 0 . 002 2

- 0 . 121 2 0 . 002 8 - 0 . 108 1
,

Y2 =
0 . 105 2 0 . 016 0 0 . 121 3

- 0 . 007 0 0 . 137 0 - 0 . 042 7
,

η = 0 . 153 9 .

进一步由式 (16) 得到 2个子系统的次优保性能控制

器增益分别为

K1 =
- 0 . 106 0 0 . 617 9 0 . 150 0

- 0 . 230 1 - 0 . 009 6 - 0 . 493 5
,

K2 =
- 0 . 008 8 0 . 312 4 0 . 796 9

- 0 . 224 9 1 . 355 0 0 . 089 2
.

相应的次优保性能值为 J 3 = 20 . 362 8 .

设不确定矩阵 Fi =δi I ,满足 |δi | ≤1 , i = 1 ,2 .

闭环系统极点分布如图 1所示 ,由切换规律 (15) 得

到系统的切换规则如图 2 所示 ,闭环系统状态轨迹

如图 3所示.

图 1　闭环系统极点分布图

图 2　切换规则

图 3　闭环系统状态轨迹

5　结 　　语
　　本文考虑一类不确定离散切换系统具有闭环极

点约束的鲁棒保性能控制问题 ,所考虑的不确定性

为范数有界不确定性.利用二次 L yap unov 函数方

法 ,成功地构造出了与系统不确定性无关的切换规

则 ,并给出了具有闭环极点约束的保性能控制器存

在条件和控制器形式.所给的控制器和切换规律设

计方法 ,使得闭环系统所有极点均位于复平面上给

定区域 ,进而可保证其他系统性能要求.文中结论以

线性矩阵不等式形式给出 , 可通过 Matlab L MI工

具箱求解.
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