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TORA的动力学建模与 Backstepping控制
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摘　要 : 针对旋转小球在垂直平面内运动的欠驱动的具有旋转激励的平移振荡器 ( TORA) ,基于拉格朗日方程 ,建

立其动力学模型.结合部分反馈线性化 ,采用一个闭环坐标变换将系统动力学转换成严格反馈的级联非线性系统 ,该

级联系统由非线性子系统和两个积分器组成.在设计了非线性子系统有界状态反馈算法的基础上 ,应用积分

Backstepping给出了实现系统全局稳定的状态反馈控制器.仿真结果验证了该控制器的有效性.
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Abstract : Based on Lagrange equations , the dynamics is derived for an underactuated t ranslational oscillators with

rotating actuator ( TORA) that actuator motion occurs in a vertical plane. After partial feedback linearization , a

closed2loop change of coordinates is employed to t ransform the dynamics into a st rict feedback cascade nonlinear

system which consist s of a nonlinear subsystem and two integrators. A state feedback for the nonlinear subsystem is

int roduced , and then a state feedback for the composite cascade system is obtained by using integrator Backstepping.

Finally , simulation result s demonst rate the feasibility of the presented controller.
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1　引　　言
　　具有旋转激励的平移振荡器 ( TORA)或称为

R TAC ( Rotational/ Translational ACt uator ) 由一

个未驱动的平移振荡器和驱动的转动小球组成 ,且

振荡器和小球都在水平面内运动.它是一个 4 阶的

非线性基准系统 ,通常用来检验低阶非线性动力学

系统的非线性控制设计[1 ] .

Wan 等[ 2 ] 通 过 部 分 反 馈 线 性 化 和

Backstepping设计的方法得到 TORA 系统的全局

渐近稳定控制 , TORA 系统的全局输出跟踪问题也

得到了解决[3 ] .文献 [ 1 ,426 ]针对 TORA 系统的非

线性控制进行了专门研究. Robert 等[ 4 ]还搭建了

TORA系统的实验平台 ,对所设计的控制方案进行

了验证.

本文针对旋转小球在垂直平面内运动的

TORA系统进行基于 Backstepping 的控制方案设

计 ,并对所设计的控制系统进行了数值仿真实验.本

文的工作与已有工作的主要区别在于 :1) 本文考虑

的 TORA ,其小球是在垂直平面内运动 ,小球的运

动控 制 受 本 身 重 力 的 影 响 ; 2 ) 本 文 基 于

Backstepping设计的状态反馈控制器 ,在一定条件

下可转为文献 [ 2 ]中基于 Backstepping设计的控制

器.

2　动力学模型
　　如图 1所示 , TORA 系统由驱动小球和一个与

弹簧连接的移动小车组成.其中质量为 M 的小车与

倔强系数为 k 的弹簧相连 ,并在水平面内作一维运

动 ,小车在运动过程中受到扰动 F的影响 ,小车的运

动位置记为 x ;质量为 m的小球在输入转矩τ的作用

下在一个垂直的平面内转动 ,转动半径为 r ,小球关

于其质心的转动惯量为 I ,小球逆时针转离重力方

向的角度为θ;重力加速度为 g.

首先给出整个系统的动能和势能 ,以便进行拉

格朗日方法的建模.系统的总动能由小车的动能和
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图 1　TORA系统

小球的动能两个部分组成 ,即

　K = K1 + K2 =

　 1
2

( M + m) Ûx2 + mrÛxθ
·
cosθ+

1
2

( mr2 + I) Ûθ2 .

(1)

系统的总势能为

P = - mg r cosθ+
1
2

kx 2 , (2)

则系统的拉格朗日算子函数为

L = K - P =

1
2

( M + m) Ûx2 + mrÛxθ
·
cosθ+

1
2

( mr2 + I)θ
·

2 + mg rcosθ-
1
2

kx 2 .

根据拉格朗日方程 ,相应的系统动力学方程为

d
d t ( 5L

5Ûx ) -
5L
5 x

= F ,

d
d t ( 5L

5θ
·) -

5L
5θ =τ.

经计算可得系统的标准动力学描述为

M ( q) q̈ + C( q , Ûq) Ûq + G( q) = U . (3)

其中

q =
x

θ
, G( q) =

kx

mg rsinθ
,

M ( q) =
m11 m12

m21 m22

=
M + m m rco sθ

mrcosθ m r2 + I
,

C( q , Ûq) =
0 - mrθ

·
sinθ

0 0
, U =

F

τ
.

可证明 M ( q) 是正定对称矩阵 ,且 ÛM - 2 C是斜对称

矩阵 ,这些特征将在后续的控制设计中起到重要作

用.

由动力学描述 (3) 可知 , TORA 系统中只有一

个施加在小车上的驱动力 ,但却有两个状态变量需

要控制 ,即小车的位置和小球的摆角 ,因此 TORA

系统是一个欠驱动机械系统.

注 1　文献[ 126 ]中的 TORA系统是在水平面

内运动的 ,而本文的 TORA系统是在竖直方向的平

面内运动的 ,因此小球的运动受其重力的影响 ,故在

转角动力学方程中多出了 mg rsinθ这一项.

3　TORA系统的 Backstepping控制
3 . 1　严格反馈级联规范型

忽略水平向运动的扰动 ,将动力学描述 (3) 重

写成微分方程的形式 ,即

( M + m) ẍ + mrcosθθ̈ - mrsinθθ
·

2 + kx = 0 ,

mrcosθ̈x + ( mr2 + I)θ̈+ mg rsinθ=τ. (4)

通过部分反馈线性化

τ=α(θ) u +β( q , Ûq) , (5)

其中

　　α(θ) = ( mr2 + I) -
( mrcosθ) 2

M + m
> 0 ,

Πθ∈[ -π,π] ;

　　β( q ,Ûq) =

　　mg rsinθ-
mrcosθ
M + m

( kx - mrsinθθ
·

2 ) .

将动力学转换成

ẍ = -
mrcosθ
M + m

u -
kx - mrsinθθ

·
2

M + m
,

θ̈= u. (6)

　　欠驱动系统 (6) 的主要特点是 ,控制输入 u同

时出现在系统的线性和非线性子系统中 ,这使系统

的控制设计变得复杂.因此 ,需在保持线性子系统不

变的情况下 ,将两个子系统关于控制输入解耦 ,从而

可使用 Backstepping控制设计的思想.

下面给出将式 (6) 两个子系统关于控制输入解

耦的一个结论.

定理 1　考虑 TORA系统 (4) ,全局坐标变换

z1 = x +Θ(θ) ,

z2 = m11 (θ) Ûx + m12 (θ)θ
·

= 5L/ 5Ûx ,

ξ1 =θ,

ξ2 =θ
·
. (7)

将 TORA系统的动力学转换成一个具有严格反馈

形式的级联非线性系统 ,即

Ûz1 = m - 1
11 (ξ1 ) z2 ,

Ûz2 = g ( z1 - Θ(ξ1 ) ,ξ1 ) ,

Ûξ1 =ξ2 ,

Ûξ2 = u. (8)

其中

Θ(θ) =∫
θ

0
m - 1

11 ( s) m12 ( s) ds ,

g ( x ,θ) = - 5 P( q) / 5 x.

　　证明 　根据 z1 和 z2 的定义 , 可得 Ûz1 =

m - 1
11 (θ) z2 .注意到 5 K/ 5 x = 0 ,可得

Ûz2 =
5L
5 x

=
5 K
5 x

-
5 P
5 x

= g ( z1 ,ξ1 ) . □
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　　通过计算 ,级联系统 (8) 可重写为

Ûz1 =
1

M + m
z 2 ,

Ûz2 = - kz 1 + k
m rsinξ1
M + m

,

Ûξ1 = Ûξ2 ,

Ûξ2 = u. (9)

　　注 2　系统 (9) 的非线性 z2子系统具有拉格朗
日算子

L z ( z1 , Ûz1 ) =
1
2

( M + m) Ûz2
1 -

1
2

kz 2
1 ,

它满足一维强制欧拉 2拉格朗日方程
d
d t

5L z

5Ûz1
-

5L z

5 z1
= k

m rsinξ1
M + m

.

其中非线性输入力 Fz (ξ1 ) = kΘ(ξ1 ) 依赖于ξ1 ,即形

态变量θ.如果θ≡0 ,归约系统就成了一个振荡器 ,

其 频 率 为 ω0 = k/ ( M + m) rad/ s. 根 据

Backstepping设计思想 ,整个系统的稳定控制问题

便归约成一个具有拉格朗日算子 L z ( z1 , Ûz1 ) 的无阻

尼质量弹簧系统的稳定控制问题.

3. 2　基于 Backstepping的稳定控制算法

为了给出稳定控制算法 ,首先引入如下定义 :

定义 1[7 ] (向量 S形函数) 　如果向量σ( x) : Rn

→Rn 满足如下性质 :

1) ϖL > 0 : Π x ∈Rn , ‖σ( x) ‖≤L ;

2)σ(0) = 0 , xσ( x) > 0 , Π x ≠0 ;

3) yT (σ( x) - σ( x + y) ) < 0 , Πy ≠0 .

则称其为向量 S 形函数. 向量 S 形函数的例子为

σ( x) = (σ1 ( x1 ) , ⋯,σn ( x n) ) T , 其 中 σi 是 与

arctan ( z) 或 tanh ( z) 相似的一维 S 形函数.

下面给出实现级联系统 (9) 稳定控制的结论.

定理 2　考虑由 TORA动力学变换得到的级联

非线性系统 (9) ,有如下结论成立 :

1) 存在一个有界的状态反馈

ξ1 = - σ( c1 z1 + c2 z2 ) , c1 , c2 > 0 , (10)

将系统 (9) 的 z2子系统全局渐近稳定于原点 ( z1 ,

z2 ) = 0 ,其中σ表示满足 |σ(·) | ≤π/ 2的一个 S形

函数.

2) 存在一个显式的状态反馈 u = K( z1 , z2 ,ξ1 ,

ξ2 ) ,将复合系统 (9) 全局渐近稳定于原点.

证明 　首先证明结论 1) ,结论 2) 可在 1) 的基

础上根据标准积分 Backstepping的步骤[8 ] 得证.

如果σ(·) 是一个对于所有满足 |σ(·) | ≤π/ 2

的 S形函数 ,则 sin (σ(·) ) 和Θ(σ(·) ) 也是 S形函数.

取 z2子系统的李亚普诺夫函数为

V ( z1 , z2 ) =
1

2 ( M + m)
z2

2 +
1
2

kz 2
1 +

∫
z1

0
kΘ(σ( c1 s) ) ds ≥0 .

沿闭环归约系统的解计算 ÛV 可得

ÛV =
1

( M + m)
z2 Ûz2 + kz 1 Ûz1 + kÛz 1Θ(σ( c1 z1 ) ) =

k
( M + m)

z2 [Θ(σ( c1 z1 ) ) +
mrsin (ξ1 )
( M + m) ] =

k
( M + m)

z2 [Θ(σ( c1 z1 ) ) +

Θ( - σ( c1 z1 + c2 z2 ) ) ] =

k
( M + m)

z2 [�σ( c1 z1 ) - �σ( c1 z1 + c2 z2 ) ] ≤0 ,

其中 �σ( x) =Θ(σ( x) ) 是一个 S形函数.从以上方程

可知 ,对于所有的 z2 ≠0有 ÛV < 0 .基于拉萨尔不变

性原理 ,闭环系统的所有解都收敛于系统的最大不

变集Ω = { (0 ,0) } ,则原点 ( z1 , z2 ) = (0 ,0) 是全局

渐近稳定的. □

注 3　文献[2 ]中得到的控制器等价于使用状

态反馈ξ1 = - σ( c2 z2 ) .它是归约系统的一个全局渐

近稳定反馈 ,该反馈是定理 2中 c1 = 0时 1) 的一个

特殊状态反馈情况.

3 . 3　控制量的求取

根据定理 2 ,基于积分 Backstepping设计 ,通过

以下 3个步骤来求取使系统 (9) 稳定的控制量 :

Step1　考虑式 (9) 的 z2子系统

Ûz1 =
1

M + m
z 2 ,

Ûz2 = - kz 1 + k
m rsinξ1
M + m

, (11)

其中ξ1 为控制输入.根据式 (10) ,选取一个有界的

状态反馈

ξ1 = k1 ( z1 , z2 ) = - c0 arctan ( c1 z1 + c2 z2 ) ,

0 < c0 ≤2 . (12)

同时选取李亚普诺夫函数

v0 ( z1 , z2 ) =
1
2

kz 2
1 +

1
2

az 2
2 +

∫
z1

0
bsin ( c0 arctan ( c1 s) ) ds ≥0 .

(13)

其中 : a = 1/ ( M + m) , b = km r/ ( M + m) .计算可得

　Ûv0 =

　kz 1 Ûz1 + az 2 Ûz2 + bÛz 1 sin ( c0 arctan ( c1 z1 ) ) =

　az 2 [ - kz 1 - bsin ( c0 arctan ( c1 z1 + c2 z2 ) ) ] +

　akz 1 z2 + abz 2 sin ( c0 arctan ( c1 z1 ) ) =

　abz 2 { - sin[ c0 arctan ( c1 z1 + c2 z2 ) ] +

　sin ( c0 arctan ( c1 z1 ) ) } ≤0 .

则反馈算法 (12) 可将系统 (11) 全局渐近稳定于原

点 ( z1 , z2 ) = 0 .
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Step2　根据积分Backstepping设计步骤 ,考虑

系统

Ûz1 =
1

M + m
z 2 ,

Ûz1 = - kz 1 + k
m rsinξ1
M + m

,

Ûξ1 =ξ2 , (14)

其中ξ2 为控制输入.选取李亚普诺夫函数

v1 ( z1 , z2 ,ξ1 ) =

v0 ( z1 , z2 ) +
p1

2
[ξ1 - k1 ( z1 , z2 ) ]2 ≥0 , p1 > 0 ,

(15)

设计的控制输入ξ2 应使Ûv1 ≤0成立.选择控制输入

为

ξ2 = k2 ( z1 , z2 ,ξ1 ) =

- c3 y3 ( z1 , z2 ,ξ1 ) - ac0 c1 z2 y1 ( z1 , z2 ) +

c0 c2 ( kz 1 - bsinξ1 ) y1 ( z1 , z2 ) -

abp - 1
1 z2 y2 ( z1 , z2 ,ξ1 ) y3 ( z1 , z2 ,ξ1 ) . (16)

其中

y1 ( z1 , z2 ) = [1 + ( c1 z1 + c2 z2 ) 2 ] - 1 ,

y2 ( z1 , z2 ,ξ1 ) =

sinξ1 + sin[ c0 arctan ( c1 z1 + c2 z2 ) ] ,

y3 ( z1 , z2 ,ξ1 ) =ξ1 + c0 arctan ( c1 z1 + c2 z2 ) .

此刻

Ûv1 = Ûv0 - p1 c3 [ξ1 - k1 ( z1 , z2 ) ]2 ≤0 , c3 > 0 .

则反馈算法 (16) 可将系统 (14) 全局渐近稳定于原

点[ z1 z2 ξ1 ]T = [0 0 0 ]T .

Step3　根据积分Backstepping设计步骤 ,考虑

系统 (9) .选取李亚普诺夫函数

v2 ( z1 , z2 ,ξ1 ,ξ2 ) =

v1 ( z1 , z2 ,ξ1 ) +
p2

2
[ξ2 - k2 ( z1 , z2 ,ξ1 ) ]2 ≥0 ,

p2 > 0 , (17)

设计的控制输入 u应使Ûv 2 ≤0成立.选择控制输入

为

u = k2 ( z1 , z2 ,ξ1 ,ξ2 ) =

- c4 [ξ2 + c3 y1 + c0 c1 z2 y1 -

c0 c2 ( kz 1 - bsinξ1 ) y1 +

abp - 1
1 z2 y - 1

1 y2 ] + az 1 { - c0 c1 c3 y1 +

2 ac0 c2
1 z2 ( c1 z1 + c2 z2 ) y2

1 +

[ c0 c2 ky - 1
1 - 2c0 c1 c2 ( c1 z1 +

c2 z2 ) ( kz 1 - bsinξ1 ) ] y2
1 -

abp - 1
1 z2 ( c0 c1 y1 y3 y4 - c0 c1 y1 y2 ) ( y - 1

3 ) 2 } -

( kz 1 - bsinξ1 ) { - c0 c2 c3 y1 - [ ac0 c1 y - 1
1 -

2 ac0 c1 c2 ( c1 z1 + c2 z2 ) z2 ] y2
1 -

2c0 c2
2 ( kz 1 - bsinξ1 ) ( c1 z1 + c2 z2 ) y2

1 -

abp - 1
1 [ y3 ( y2 + c0 c2 z2 y1 y4 ) - c0 c2 z2 y1 y2 ] ×

( y - 1
3 ) 2 } +ξ2 { - c3 - c0 c2 bco sξ1 y1 -

abz 2 p- 1
1 ( y3 cosξ1 - y2 ) ( y - 1

3 ) 2 } - p1 p - 1
2 y3 ,

(18)

其中

y4 ( z1 , z2 ) = co s[ c0 arctan ( c1 z1 + c2 z2 ) ].

此刻

Ûv2 = Ûv1 - p2 c4 (ξ2 - k2 ( z1 , z2 ,ξ1 ) ) 2 ≤0 , c4 > 0 .

则反 馈 算 法 (18) 可 将 系 统 (9) 稳 定 在

[ z1 z2 ξ1 ξ2 ]T = [0 0 0 0 ]T 处.

注 4　由式 (5) 和 (18) 可求出使得 TORA系统

稳定的物理控制输入τ.

4　仿真实验
　　仿真过程中系统参数取文献[1 ]中实验平台的

参数 , 即 M = 1 . 360 8 kg , m = 0 . 096 kg , k =

186 . 3 N/ m , r = 0 . 059 2 m , I = 0 . 000 217 5 kgm2 .

其中 :Backstepping步骤中可调节参数取 p1 = p2 =

c1 = c1 = 1 , c3 = c4 = 10 ; S函数的参数取 c0 = 2 .

初始条件为 [ x , Ûx ,θ,Ûθ]T = [0 . 01 ,0 ,0 . 5 ,0 ]T . 仿真

结果如图 2和图 3所示.

图 2　未加控制的系统状态

图2为 TORA系统未加控制输入转矩情况下小

车的位置和小球转角的状态图.由结果可知 ,小车的

位置曲线正如注 2所述 ,呈现出质量弹簧系统的特

征 ,系统不稳定.图 3为进行控制的仿真结果.可以

看出 , TORA系统在基于 Backstepping设计的状态

反馈控制器的作用下 ,仅用 6 s便基本完成系统稳定

的任务 ,即将系统的状态由初始的 [ x , Ûx ,θ,Ûθ]T =
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图 3　加入控制的系统仿真结果

［０．０１，０，０．５，１］T 稳定到原点 [0 ,0 ,0 ,0 ]T . 同时仿

真结果还表明 ,小车的位置不大于 0 . 025 m ,持续输

入转矩不大于 0 . 1 N ·m ,满足文献[1 ]中的设计要

求.

5　结 　　论
　　本文针对旋转小球在垂直平面内运动的

TORA系统进行了稳定控制的研究.基于拉格朗日

方程建立了该系统的动力学模型 ,与旋转小球在水

平面内运动的 TORA系统的动力学相比 ,小球在转

动过程中自身的重力将影响其运动特征 .结合部分

反馈线性化和一个全局坐标变换 ,将系统的动力学

转换成严格反馈的级联规范型 ,从而将控制设计的

任务归约成对级联系统中的非线性子系统部分的设

计.在给出更一般的实现非线性子系统全局渐近稳

定的状态反馈算法后 ,采用积分 Backstepping设计

了整个系统的全状态反馈控制器.最后对文中给出

的控制方案进行了数值仿真 ,实验结果证明了该方

案的有效性.
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