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具有反馈增益不确定的 Delta 算子系统 H∞控制

林瑞全 , 杨富文
(福州大学 电气工程与自动化学院 , 福州 350002)

摘　要 : 基于线性矩阵不等式 (L MI)方法 ,研究 Delta算子系统状态反馈增益具有加性不确定时的 H∞非脆弱控制

器的设计问题.给出既能保证闭环 Delta算子系统稳定 ,又有一定 H∞性能的充分必要条件 ,利用相关引理把该充分

必要条件转化为 L MI形式.数值算例表明 ,所提出的设计方法是有效的.
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Abstract : Based on L MI , a design method of H∞ non2f ragile controller for Delta operator systems which feedback gain

is additive uncertain is int roduced. A sufficient and necessary condition is given such that the resulted closed2loop

Delta operator systems are stable and of certain H∞ performance. The certain lemma is used to t ranslate the resulted

sufficient and necessary condition into linear matrix inequality form. A numerical example shows the effectiveness of

the design procedures.
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1　引　　言
　　Delta算子理论是使连续系统理论与离散系统

理论成为统一的理论体系.近几年来 ,一些学者对基

于 Delta算子理论的系统控制问题进行研究[123 ] ,但

均未考虑控制器参数发生摄动的情况 ,也就是没有

对控制器的非脆弱性问题进行研究.实际上 ,控制器

在实现时其参数的摄动是不可避免的[4 ] .

　　Keel和 Bhat tacharyya [5 ]通过实例指出 ,传统的

最优鲁棒控制器设计方法 ,当控制器的参数发生极

微小的偏移时 ,会出现闭环系统的性能下降 ,甚至导

致闭环系统失去稳定性 ,也就是说该控制器是脆弱

的.目前 ,国内外一些学者对非脆弱控制问题进行研

究[427 ] ,但并没有针对 Delta 算子系统进行非脆弱控

制的研究.为此 ,本文研究 Delta 算子系统状态反馈

控制器参数具有加性摄动时的 H∞控制问题.

2　问题描述
　　考虑由以下方程描述的一类 Delta 算子系

统[1 ] :

δx ( k) = Aδx ( k) + Bδ1 w ( k) + Bδ2 u( k) ,

z ( k) = C1 x ( k) + D1 w ( k) + D2 u( k) ,

Aδ = ( A z - I) / T , Bδ1 = B z1 / T , Bδ2 = B z2 / T ,

δx ( k) = ( x ( k + 1) - x ( k) ) / T.

(1)

其中 : I为单位阵 ; A z , B z1 , B z2 为 Z域离散系统模型

相应的系数矩阵 ; C1 , D1 , D2与 Z域离散系统模型的

系数相同 ; T为系统的采样时间 ; x ( k) ∈Rn 为系统

状态向量 ; u( k) ∈Rm 为控制输入向量 ; w ( k) ∈ Rq

为干扰输入且 w ( k) ∈L 2 [0 , ∞) ; z ( k) ∈R p为系统

受控输出.

　　定义 1　对于 Delta算子系统 (1) 和给定的参

数γ,如果存在一个状态反馈控制律

u( k) = ( K +ΔK) x ( k) , (2)

其中 : K为所设计的控制器参数 ,ΔK为控制器参数

变化 ,它具有加性范数有界形式 ,即
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ΔK = H F E. (3)

其中 : H和 E分别为具有合适维数的已知实矩阵 , F

为 Lebesgue可测且满足 FT F ≤ I.使得闭环系统

δx ( k) = Aδk x ( k) + Bδ1 w ( k) ,

z ( k) = Ck x ( k) + D1 w ( k) .
(4)

对于所有满足 FT F ≤ I 的 F 渐近稳定 , 且满足

‖Z‖2 <γ‖W ‖2 ,则称参数 K为该 Delta算子系

统的 H∞非脆弱控制器参数.

　　式 (4) 中 , Aδk 和 C k 分别为

Aδk = Aδ + Bδ2 ( K +ΔK) ,

Ck = C1 + D2 ( K +ΔK) .
(5)

3　Delta 算子系统的 H∞非脆弱控制
　　定理 1　对于系统 (1) 和给定的常数γ> 0 ,满

足 DT
1 D1 -γ2 I < 0 ,采用非脆弱状态反馈控制律 (2)

得到的 Delta算子闭环系统 (4) 渐近稳定 ,且有一个

H∞范数界γ,其充分必要条件是存在常数λ> 0 ,正

定对称矩阵 X及矩阵Q ,使得下列矩阵不等式成立 :

　　

AδX + Bδ2 Q +

XA T
δ + QT B T

δ2
Bδ1

T X A T
δ +

TQ T B T
δ2

3 - γ2 TB T
δ1

3 3 - X

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

　　←

XCT
1 + QT DT

2 λBδ2 H X E T

DT
1 0 0

0 TλBδ2 H 0

- I λD 2 H 0

3 - λI 0

3 3 - λI

< 0 , (6)

式中 3 代表对称转置.此时 ,所设计的非脆弱状态

反馈控制律 (2) 中的参数 K = QX - 1 .

　　为方便定理的证明 ,先给出如下引理 :

　　引理 1[8 ] 　取 M , H , E为合适维数的实矩阵 ,

且 M = M T ,则以下条件等价 :

M + HΔE + ETΔT HT < 0 , (7)

其中Δ = FFT ≤ I ;

　　存在常数λ > 0 , 使得

M λH E T

3 - λI 0

3 3 - λI

< 0 . (8)

　　引理 2[1 ] 　给定一个常数γ> 0 ,系统 (4) 渐近

稳定且有一个 H∞范数界γ,其充分必要条件是存在

正定对称矩阵 P ,使得下式成立 :

PAδk + A T
δk P PBδ1 TA T

δk CT
k

3 - γ2 I T Bδ1 T D T
1

3 3 - P- 1 0

3 3 3 - I

< 0 .

(9)

　　定理 1证明 　把式 (5) 的值代入式 (9) ,可得到

　　

P( Aδ + Bδ2 ( K +ΔK) ) +

( Aδ + Bδ2 ( K +ΔK) ) T P
PBδ1

3 - γ2 I

3 3
3 3

→

　　←

T ( Aδ +

Bδ2 ( K +ΔK) ) T

( C1 +

D2 ( K +ΔK) ) T

TBδ1 T D T
1

- P- 1 0

3 - I

< 0 ,

(10)

即

P( Aδ + Bδ2 K) +

( Aδ + Bδ2 K) T P
PBδ1

T ( Aδ +

Bδ2 K) T

( C1 +

D2 K) T

3 - γ2 I T B T
δ2 DT

1

3 3 - P- 1 0

3 3 3 - I

+

PBδ2ΔK +

( Bδ2ΔK) T P
0 T ( Bδ2ΔK) T ( D2ΔK) T

3 0 0 0

3 3 0 0

3 3 3 0

< 0 .

(11)

将式 (3) 代入 (11) ,并利用引理 1可得到

P( Aδ + Bδ2 K) +

( Aδ + Bδ2 K) T P
PBδ1

T ( Aδ +

Bδ2 K) T 　

3 - γ2 I T B T
δ1

3 3 - X

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

( C1 + D2 K) T λPBδ2 H E T

DT
1 0 0

0 TλBδ2 H 0

- I λD2 H 0

3 - λI 0

3 3 - λI

< 0 . (12)

式 (12) 两边分别乘以矩阵

3031
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G =

P- 1 0 0 0 0 0

3 I 0 0 0 0

3 3 I 0 0 0

3 3 3 I 0 0

3 3 3 3 I 0

3 3 3 3 3 I

,

进行全等变换 ,并令 X = P- 1 , Q = KP - 1 . 代入式

(12) ,可得到式 (6) . □

　　式 (6) 是关于 X与Q的L MI方程 ,此L MI是关

于采样周期 T的显式表达式.从中可以看出 ,Delta

算子系统的 H∞非脆弱控制器参数与采样周期 T是

相关的 , 通过解此 L MI , 可得到不同采样时间下

Delta算子系统的非脆弱状态反馈系数 K.

4　实例分析
　　下面给出一个实例 ,用于验证上述 H∞非脆弱

状态反馈控制器设计方法的有效性.

　　设有一如式 (1) 所示的Delta算子系统 ,其对象

参数如下 :

A =

- 2 0 1

0 - 0 . 5 1

1 0 - 1

,

B1 =

0 . 1

0 . 1

0 . 1

, B2 =

0

0

1

,

C1 = [1　1　1 ] , D1 = 0 . 1 , D2 = 1 .

取 H∞干扰抑制水平γ = 1 ,系统的采样时间 T =

0 . 005 ,所设计的非脆弱 H∞状态反馈控制器参数摄

动为

H = [0 . 3　0 . 3 ] , E =
0 . 5 0 . 5 0

0 0 0 . 5
.

求解控制器参数 K ,并判断系统的稳定性.

　　利用Matlab L MI Toolbox ,对式 (6) 的L MI进

行求解 ,可得到该Delta算子系统非脆弱 H∞状态反

馈控制器参数

K = [ - 1 . 100 9　 - 1 . 000 2　 - 1 . 040 5 ].

　　在实际的状态反馈控制中 ,采用的控制规律为

u( k) =

[ - 1 . 100 9　 - 1 . 000 2　 - 1 . 040 5 ] x ( k) .

此时闭环系统的极点为

- 1 . 784 7 ,

- 1 . 371 5 + 0 . 629 7i ,

- 1 . 371 5 - 0 . 629 7i .

也就是说 ,当控制器的参数发生摄动时 ,所设计的非

脆弱 H∞状态反馈控制器仍能保证闭环系统二次稳

定 ,且其干扰抑制水平为 1 .

5　结 　　语
　　本文针对Delta算子系统 ,基于 H∞性能指标给

出了控制器参数存在加性摄动时的非脆弱状态反馈

控制器的设计方法 ,以 L MI的形式给出了所设计控

制器参数存在的充分必要条件.控制器的存在性取

决于 L MIs的可行性解 ,通过求解 L MI方程 ,可得

到 Delta算子系统在不同采样时间下的非脆弱 H∞

状态反馈控制器参数的解.
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