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多目标函数优化的元胞蚂蚁算法
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摘　要 : 提出一种求解多目标函数优化的元胞蚂蚁算法.该方法将元胞自动机演化规则引入蚂蚁算法 ,给出了在连

续空间多目标函数优化的算法描述 ,定义了与蚂蚁信息素释放有关的元胞演化规则及蚂蚁邻域的转移概率 ,并实现

了算法的具体步骤.在 Matlab环境下 ,采用该算法对一些典型的测试函数进行求解和验证.实验结果表明 ,该方法具

有向真实的 Pareto前沿逼近的效果 ,是一种求解多目标优化的有效方法.
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Abstract : A cellular ant algorithm for solving multi2objective function optimization is p resented. The proposed

algorithm introduces the rule of cellular automata into the ant algorithm and gives a cellular ant algorithm with it s

mathematical description that can be used for solving the multi2objective function optimization problem of continuous

systems. The rule of cellular automata with ant s pheromone and the t ransition probability are described. The

algorithm is coded in Matlab , by which the series of typical problem instances are tested. The simulation result s show

that the algorithm can efficiently reach the t rue Pareto f rontier.
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1　引　　言
　　近年来 ,随着智能优化方法在各应用领域取得

成功 ,用其求解复杂的多目标优化问题已成为研究

热点.很多学者使用遗传算法[123 ]和蚂蚁算法[4 ]对求

解多目标问题的 Pareto最优解进行了深入地探讨.

蚂蚁算法是一种源于自然界中的仿生类算

法[5 ] ,已在一系列困难的组合优化问题求解中取得

了成效.然而在求解多目标函数优化问题方面还处

于探索阶段 ,有关此类问题的论文甚少.对于多目标

优化问题 ,不仅要求所得的解能收敛到 Pareto 前

沿 ,而且要有效地保持群体的多样性.

元胞自动机是冯诺伊曼[6 ]最早提出的 ,沃尔夫

勒姆等[7 ]将动力系统方法和计算理论及形式语言方

法用于元胞自动机的研究中 ,促进其广泛应用.元胞

空间内的每个元胞变化取决于其周围半径为 r的邻

居中的元胞 ,它们遵循同样的演化规则 ,作同步局部

更新.大量的元胞通过简单的相互作用而构成动态

系统的演化.

针对多目标优化的特殊性 ,本文基于蚂蚁算法

和元胞自动机的原理 ,提出一种求解多目标连续系

统优化问题算法———元胞蚂蚁算法.蚂蚁在搜索区

域内按元胞自动机的演化规则进行局部优化 ,再按

不同情况释放不同的信息素 ;区域之间蚂蚁通过信

息素的交流 ,进行优化搜索.这样既能达到 Pareto

前沿 ,又能保证解的多样性.最后对部分典型的二元

的多目标连续函数优化问题进行了测试和验证.

2　多目标函数优化的元胞蚂蚁算法
　　在科学管理与经济决策的许多应用领域中 ,有

大量的多目标优化问题.对很多决策而言 ,需优化的

目标往往不止一个.如何在多个目标中寻找折衷最
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优解是一个比较复杂的问题.

在多目标优化问题中 ,由于决策者对目标的选

取出于不同目的 ,多个目标往往不可能同时达到最

优 ,有时甚至是相反的.此外 ,不同决策者由于对各

个目标的偏好不同 ,也会得到不同的最优解集.常用

的优化技术本身并不能直接处理多目标优化问题 ,

往往将其转化为较容易处理的单目标或双目标问

题.典型的方法有 :主要目标法、线性加权法、平均和

加权法、理想点法、乘除法和几何平均法等[8 ] .这些

优化技术一般每次只能得到 Pareto 解集中的一个 ,

或是相对于 Pareto最优解的一个折衷解.而 Pareto

解往往是多目标优化问题的一个解集 ,因此群体搜

索策略是非常合适的解决方案 ,其每次搜索的结果

是一群可行解 ,能更好地逼近 Pareto最优解解集.

一个典型的带约束函数优化问题可使用常规的

罚函数法将所有约束方程转入目标函数中.这样 ,在

算法的具体搜索过程中就不必考虑约束是否满足的

问题 ,而直接考虑目标函数优化.

蚂蚁算法中蚂蚁个体之间是通过信息素进行信

息传递的.一个孤立的蚂蚁随机移动时 ,能检测到其

他同伴所释放的信息素 ,并沿着该路线移动 ,同时又

释放自身的信息素 ,从而增强了该路线上的信息素

数量.随着越来越多的蚂蚁通过该路线 ,一条最佳的

路径就会逐渐形成.

元胞自动机是一个时间和空间都离散的动力系

统 ,由元胞、元胞空间、邻居及规则 4部分组成.元胞

自动机可视为由一个元胞空间和定义于该空间的变

换函数组成.它可模拟复杂结构和过程的模型.

元胞是元胞自动机最基本的组成部分 ,元胞空

间是元胞分布空间的网点集合.针对多目标的函数

优化 ,元胞蚂蚁算法将元胞自动机的元胞、元胞空间

及元胞邻居与蚂蚁算法的区域搜索相结合.对于连

续函数 f i ( x1 , x2 , ⋯, x n) , i = 1 ,2 , ⋯, k ,其定义域

集合为 n维欧氏空间 ,可将其中的任一元素视为元

胞 ,而所有的元素构成元胞空间.

元胞状态的局部演化是一个时间函数 ,元胞下

一时刻的状态由元胞的当前状态和其邻居的当前状

态决定.元胞邻居定义有多种方法 ,本文选用扩展的

Moore邻居类型.蚂蚁搜索的区域为元胞空间中某

个元胞及其扩展的 Moore邻居 ,其中邻居的半径 r

的值取决于函数定义域的取值范围和蚂蚁的数量.

蚂蚁在搜索区域内释放信息素 ,而这些信息素

可被整个元胞空间中其他蚂蚁所感知.蚂蚁在搜索

区域内按元胞自动机的演化规则进行局部优化 ,即

按不同情况释放不同的信息素.

定义 1　元胞演化规则如下 :

(1) 初始化 :选择区域 N i 的中心元胞 c i0 ,计算

Ziopt = ( f 1 ( ci0 ) , f 2 ( ci0 ) , ⋯, f k ( ci0 ) ) ,

比较所有区域得元胞空间的初始最佳值 Zopt .

(2) 选取区域 N i 中任意元胞 c i ,计算

Zi = ( f 1 ( ci ) , f 2 ( ci ) , ⋯, f k ( ci ) ) .

　　1) 若 Zi ≥ Ziopt ,不释放信息素.

2) 若 Zi < Ziopt ,替换区域的最佳值.

①若 Zi < Zopt ,替换空间最优值 ,释放信息素

Q;

②若 Zi与 Zopt 无法比较 ,则将其作为新的最优

值保存 ,并释放信息素 Q;

③若 Zi ≥ Zopt ,释放信息素 Q/ 2 .

3) 若 Zi 与 Z iopt 无法比较 ,则 :

①若 Zi < Zopt ,替换空间最优值 ,释放信息素

Q;

②若 Zi与 Zopt 无法比较 ,则将其作为新的最优

值保存 ,并释放信息素 Q;

③若 Zi ≥ Zopt ,释放信息素 Q/ 2 .

蚂蚁的寻优方向与空间中其他区域的信息素浓

度以及它们之间的目标函数的平均差异程度有关.

定义 2　蚂蚁邻域的转移概率定义为

Pij =
[τj ]
α

[ηij ]
β

∑
k

[τk ]
α

[ηik ]
β

. (1)

其中 :τj 为区域 j 的信息素强度 ,ηij 为目标函数平均

差异程度

ηij =
1
k ∑

k

t = 1

( f t ( ci ) - f t ( cj ) ) 2 , (2)

α为邻域吸引强度的相对重要性 (α≥0) ,β为目标函

数平均差异的相对重要性 (β≥0) .

定义 3　信息素强度更新方程为

τnew
j =ρτold

j +ΣkΔτk
j . (3)

其中 :Δk
j为第 k个蚂蚁在区域 N j每迭代一次所释放

的信息素 ,ρ体现强度的持久性.

该算法的主要步骤如下 :

Step1 : nc ←0 ( nc为迭代步数或搜索次数) ,将

τj 和Δτj 初始化 ,并按蚂蚁个数及空间的大小确定

区域的大小 ,将 n个蚂蚁置于 m个搜索区域的中心 ,

元胞演化规则初始化 ;

Step2 : 对每个蚂蚁 k ( k = 1 ,2 , ⋯, n) 进行区域

搜索 ,计算各蚂蚁的目标函数值 Z;按元胞演化规则

释放信息素 ,更新当前的最好解或添加新的最好解 ;

Step3 : 按更新方程修改轨迹强度 ;

Step4 : 计算转移概率 Pij ,确定蚂蚁是否转移 ;

Step5 : 置Δτj ←0 ; nc ←nc + 1 ;

Step6 : 若 nc < 预定的迭代次数且无退化行为
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(即找到的都是相同解) , 则转 Step2 ;

Step7 : 输出目前的最好解集.

随着蚂蚁在区域内信息素的释放 ,依据蚂蚁的

转移概率 ,蚂蚁将集中于非劣解较多的区域 ,获取更

多的非劣解 ;同时蚂蚁在不同的区域内搜索 ,使所得

解有一定的分布度.

元胞蚂蚁算法的计算时间复杂度与元胞空间的

划分和每个区域的蚂蚁个数有关.为降低计算时间

复杂度 ,在处理实际问题时 ,采用均衡划分元胞空

间 ,且每个区域的蚂蚁个数不超过总区域数 ,即 n ≤

m ,则此时算法的时间复杂度为 O(nc 3 n2 3 m2 ) ≤

O( nc 3 m4 ) ( nc为迭代次数) ;若每个区域放一个蚂

蚁 ,则时间复杂度为 O( nc 3 m3 ) ,与传统的蚂蚁算法

相似.

3　实例验证
　　为验证方法的有效性 ,本文求解了一系列算

例 ,这里仅给出 3组二元目标优化测试函数及其计

算效果.在每个测试实例中 ,以图形化的方式给出了

该方法生成的 Pareto前沿 ,并对解的分布性能及散

布范围[9 ] 进行比较.

定义 4　间距评估

S =
1

n - 1∑
n

t = 1

( �d - di )
2 . (4)

其中

di = min j (| f i
1 ( x) - f j

1 ( x) | +

| f i
2 ( x) - f j

2 ( x) | ) ,

　　i , j = 1 ,2 , ⋯, n ,

�d =
1
n ∑

n

i = 1

di .

　　n为算法获得 Pareto 前沿上向量的个数 ,当所

获得的解越接近均匀散布时 ,间距 S 的值越小.

定义 5　最大散布范围评估

D =

( max
n

i = 1
f i

1 - min
n

i = 1
f i

1 ) 2 + (max
n

i = 1
f i

2 - min
n

i = 1
f i

2 ) 2 . (5)

该评估定义了两个极值解的距离 ,其值越大 ,表明算

法的解散布范围越广.

表 1给出了这 3组测试函数 ,算法用 Matlab编

程实现并进行了计算测试. 测试中所用的参数为α

=β= 1 ,ρ= 0 . 7 , Q = 1 .元胞的区域分割数为 10 ,

则每个实例为 100个区域.每个区域的中心为元胞 ,

其余部分为元胞邻居 ,而区域之外的部分为该区域

的邻域.

编号 1的测试函数迭代 200次后的求解结果如

图 1 所示. 在每个区域放 5 个蚂蚁的情况下 , 获

得 Pareto 解 的个 数 为 5 709 个 , 解 的 间 距 为

表 1　测试函数

编号 函 　　　数

1 [1 ]
min f 1 ( x) =

- x , x ≤1

- 2 + x , 1 < x ≤3

4 - x , 3 < x ≤4

- 4 + x , x > 4

min f 2 ( x) = ( x - 5) 2 , - 5 ≤ x ≤10

2 [4 ]

min f 1 ( x) = 4 x2
1 + 4 x2

2

min f 2 ( x) = ( x1 - 5) 2 + ( x2 - 5) 2

s. t . e1 ( x) ≡ ( x1 - 5) 2 + x2
2 ≤25

e2 ( x) ≡ ( x1 - 8) 2 + ( x2 + 3) 2 ≥7 . 7

0 ≤ x1 ≤5 , 0 ≤ x2 ≤3

3 [4 ]

min f 1 ( x) = x1 min f 2 ( x) = x2

s. t . e1 ( x) ≡ x2
1 + x2

2 - 1 -

　　　　0 . 1cos (16arctan x1/ x2) ≥0

e2 ( x) ≡( x1 - 0 . 5) 2 + ( x2 - 0 . 5) 2 ≤0 .

5

0 ≤ x1 ≤π, 0 ≤ x2 ≤π

0 . 001 135 2 , 最大散布范围为 2 . 827 1 .表 2给出了

与文献[1 ]中算法的间距的比较结果.从表 2可见 ,

本算法的结果优于文献[1 ]中所提的算法.

图 1　编号 1函数求解结果

表 2　编号 1的函数与文献[1 ]中算法在间距上的比较

算法 NSGA Ⅱ PA ES Micro2GA 本文算法

间距 S 0 . 001 641 0 . 067 520 0 . 001 530 0 . 001 135

　　编号 2的测试函数的求解结果如图 2所示.测

试初始状态为每个区域放 5 个蚂蚁 ,算法迭代次数

为 10 .获得 Pareto 解的个数为 468个 ,解的间距为

图 2　编号 2函数求解结果
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0 . 331 61 ,最大散布范围为 191 .表 3中数据表明 ,元

胞蚂蚁算法的结果均优于文献 [4 ] 的结果 ,能很好

地逼近 Pareto 的前沿.

表 3　编号 2的函数与文献[4 ]中算法的比较

算法
迭代

次数

解的

个数
间距 S

最大散布

范围 D

NSGA Ⅱ 10 97 0 . 85 115 . 44

文献[4 ]算法 10 238 0 . 37 142 . 59

本文算法 10 468 0 . 33 191

　　图 3给出了编号 3的测试函数在每个区域放 5

个蚂蚁且迭代 200次后的求解结果.获得 Pareto 解

的个数为 98个 ,解的间距为 0 . 008 6 ,最大散布范围

为 1 . 429 6 .表 4中数据表明 ,本文算法和文献[4 ]的

结果较为接近 ,都能较好地逼近 Pareto的前沿.

图 3　编号 3函数的求解结果

表 4　编号 3的函数与文献[4 ]中算法的比较

算法
迭代

次数

解的

个数
间距 S

最大散布

范围 D

NSGA Ⅱ 100 78 0 . 007 8 1 . 21

文献[4 ]算法 100 136 0 . 005 1 1 . 41

本文算法 200 98 0 . 008 6 1 . 43

4　结 　　语
　　本文基于元胞自动机的区域演化规则 ,提出了

用于求解多目标函数优化的元胞蚂蚁算法.将演化

规则与信息素释放相结合 ,可更好地引导蚂蚁的行

走方向.算例求解与测试结果表明 ,本文算法能很好

地逼近 Pareto 前沿 ,同时具有一定的散布广度.
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