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摘　要 : 针对混合系统的特点 ,建立其微分 Petri网 (DPN)的模型 .首先 ,给出一类 DPN 的稳定性概念和稳定性引

理 ;然后通过引入两类函数 ,利用关联矩阵的信息对 DPN的稳定性进行具体分析 ,进而构造新的复合能量函数 ,得到

DPN的稳定性定理 ;最后通过仿真例子说明定理的有效性.
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Abstract : According to the characteristics of hybrid dynamic systems , a model of hybrid systems , differential Pet ri net

(DPN) , is p roposed. Firstly , the concept and lemma of stability for a class of DPN are given. Then , the stability of

DPN is analyzed in detail by using two kinds of functions and information of index matrix. Furthermore , by means of

const ructing a new composite energy function , the stability theorem of DPN is obtained. Finally , a simulation

example shows the effectiveness of the proposed approach.
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1　引　　言
　　近年来 ,混合系统已成为控制领域的一个热点 ,

并取得了丰硕成果[127 ] .对于它的研究不但要考虑离

散事件的逻辑演化 ,同时要考虑连续动态过程物理

时间的演化以及过程的动态分析 ,因此基于同一建

模框架的研究极为重要. Pet ri网作为数学建模和分

析的常用工具 ,既有良好的数学分析功能 ,又有直观

的图形界面 ,现已广泛应用于混合系统的研究[ 8212 ] .

文献[ 13 ]在 Pet ri网模型中引入微分库所和微分变

迁 ,建立了混合系统的微分 Pet ri网 (DPN)模型.对

于微分 Pet ri 网及其扩展形式的研究越来越多 ,主

要包括建模、分析和仿真等方面[14216 ] .然而 ,对于它

的稳定性分析却很少见.文献 [ 17 ]给出一类 DPN

的稳定性分析方法 ,但该方法只能研究微分变迁的

离散输入库所只有一个的情况 ,而对于具有多个离

散输入库所的情况并不适用.实际上 ,微分变迁的离

散输入库所往往有多个.另外 ,该方法只考虑 DPN

中微分 (连续)部分的稳定性 ,对于离散部分稳定性

并没有考虑.

本文研究更为一般的微分 Pet ri 网 ,即微分变

迁具有多个离散输入库所的微分 Pet ri 网.通过引

入两类函数 ,利用关联矩阵的分块矩阵信息对 DPN

的稳定性进行分析 ,确定微分 (连续)部分的切换情

况.同时 ,进一步构造新的复合能量函数以研究整个

DPN的稳定性 ,包括离散和微分 (连续)部分.仿真

例子说明了稳定性定理的有效性.

2　混合系统的微分 Petri网模型
2 . 1　模型定义

定义 1　微分 Pet ri网[17 ]为 7元组 DPN =〈 P ,

T , A , f , W , m0 , J〉.其中 : P为有限库所集 ; T为有限

变迁集 ; A 为连接库所和变迁的有向弧集 ; f : P ∪ T

→{ D ,DF}表示库所 (或变迁) 是离散库所 (或变迁)

还是微分库所 (或变迁) ; W 为定义在有向弧上的权
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函数矩阵 ,也称关联矩阵. 不失一般性 ,用 Pre ( Pi ,

T j ) 表示连接库所 Pi 到变迁 T j 的有向弧上的权函

数 , Post ( Pi , T j ) 表示连接变迁 T j到库所 P i的有向

弧上的权函数. Pre ( Pi , T j ) 和 Post ( Pi , T j ) 根据所

连接的库所和变迁的类型不同可分别为整数、实数、

实向量或实矩阵.对 W 中任一元素 w ij = Post ( Pi ,

T j ) - Pre ( Pi , T j ) ; m0 为初始标识. J 表示时延映

射 ,对于 Π T j ∈ T ,当 f ( T j ) = D时 , J ( T j ) = d j ,

d j是定义在离散变迁上的普通时延 ;当 f ( T j ) = DF

时 , J ( T j ) =〈v j | h〉,其中 : h是一时间延迟常数 , v j

∈Rk 表示与该微分变迁相连的微分库所中各变量

的最大激发速度向量 , k为微分库所 P i 中连续状态

变量的个数或连续状态方程的维数.

2 . 2　演化规则

令 PD , PDF 分别表示离散库所集和微分库所

集 ; TD , TDF分别表示离散变迁和微分变迁集 ;°T j和

T°j 分别表示变迁 t j 的输入库所集和输出库所集 ;

°Pi 和 P°j 分别表示库所 P i 的输入变迁集和输出变

迁集 ; m i ( t) 表示库所 Pi 在时刻 t 的标识.

定义 2　对 Π T j ∈ T ,称变迁 T j 在时刻 t是使

能的 ,当且仅当 :

如果 f ( T j ) = D ,

Π Pi ∈°T j ] m i ( t) ≥Pre ( Pi , T j ) ;

如果 f ( T j ) = DF ,

Π Pi ∈ PD ∩°T j ] m i ( t) ≥Pre ( Pi , T j ) .

变迁 T j 在时刻 t 使能 ,其激发将引起标识按下列规

则进行转化 :

1) 如果 f ( T j ) = D且 J ( T j ) = d j ,则有

m i ( t + d j ) =

m i ( t) - Pre ( Pi , T j ) , Π Pi ∈°T j ;

m i ( t) + Po st ( Pi , T j ) , Π Pi ∈ T°j ;

m i ( t) , 其他.

(1)

　　2) 如果 f ( T j ) = DF且 J ( T j ) =〈v j | h〉,则有

m i ( t + h) =

m i ( t) - v j ( t) Pre ( Pi , T j ) h , Π Pi ∈°T j ;

m i ( t) + v j ( t) Post ( Pi , T j ) h , Π Pi ∈ T°j ;

m i ( t) , 其他.

(2)

2 . 3　结构条件

为实现连续系统的离散化 ,网中加入了微分变

迁 ,但微分变迁的引入会影响离散库所的标识演化.

为消除影响 ,即保证网中离散库所的标识值始终为

非负整数 ,需加入如下的结构条件 :

条件 1　如果 DPN中存在一条由离散库所 Pi

到微分变迁 T j 的有向弧 A ij ,则必存在一条方向相

反 (即由微分变迁 T j 到离散库所 P i ) 的有向弧 A ji ,

且这两条弧的权值相等.即如果 f ( Pi ) = D , f ( T j )

= DF且 Pi ∈°T j (或 Pi ∈ T°j ) ,则有 Pi ∈ T°j (或

Pi ∈°T j ) 且 Pre ( Pi , T j ) = Post ( Pi , T j ) .

2 . 4　演化过程

为研究 DPN的稳定性 ,先分析其演化过程.对

于给定的 DPN ,其演化过程可由以下基本关系表

示 :

m ( t) = m ( t0 ) + W T (δ( t) +∫
t

t0

v ( u) d u) . (3)

其中 : m ( t) 表示 DPN在时刻 t的 (初始) 标识 ;δ( t)

表示网中离散变迁在时刻 t的引发序列 ; v ( u) 表示

网中微分变迁在时刻 u的引发速度向量.根据 DPN

中库所和变迁的性质不同 (离散 ,微分) ,式 (3) 可改

写为

mD ( t)

mDF ( t)
=

mD ( t0 )

mDF ( t0 )
+

W D W DFD

W DDF W FD

×

{
δ( t)

0
+∫

t

t0

0

v ( u)
d u} . (4)

其中 : mD ( t) , mDF ( t) 分别是离散、微分库所的标识 ;

W D , W DF , W DDF , W DFD依次为 W 中的离散部分分块、

微分部分分块、以及离散与微分两部分相互作用的

两个分块.由 DPN的结构条件可知 W DFD = 0 .同时

假设 W DDF = 0 ,即不考虑子系统运行时出现脉冲的

情况.根据上述假设 ,由式 (4) 有

mD ( t) = mD ( t0 ) + W T
Dδ( t) , (5)

mDF ( t) = mDF ( t0 ) + W T
DF∫

t

t0

v ( u) d u. (6)

式 (5) , (6) 为 DPN 的演化过程 ,该过程与一般的切

换系统有很大差别. 一方面 ,离散部分的跳转由式

(5) 决定 ,并不是某一切换序列 ;另一方面 ,具体当

前运行的子系统结构 (或参数) 并不能由式 (5) 或式

(6) 直接获知. 因此需根据离散部分 (5) 的变化规

律 ,利用关联矩阵 W 的信息进行确定.文献 [17 ]利

用 W 中 W D 和 W DF 的信息确定当前运行的子系统 ,

进一步研究了DPN中微分 (连续) 部分的稳定性.但

如前所述 ,该方法只能研究微分变迁的离散输入库

所只有一个的情况.

本文去除该限制 ,根据离散部分 (5) 的变化规

律 ,利用W中W D , W DF以及W DFD ( W DFD = 0) 的隐含

信息确定当前的子系统 ,并进一步研究 DPN中微分

(连续) 和离散部分的稳定性 ,即整个DPN的稳定性.

3　DPN的稳定性分析
　　首先给出 DPN稳定性的相关定义.

定义 3 (DPN的状态) 　对于给定的一个 DPN ,

称 m ( t) = [ mD ( t) 　x ( t) ]为该 DPN的状态 ,其中 :

mD ( t) 是离散库所的标识向量 , x ( t) = mDF ( t) 是微
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分库所的标识向量.

定义 4 ( PN的 Lagrange稳定性) 　称一个给定

的 Pet ri网是 Lagrange稳定的 (有界的) , 如果对于

任意的初始标识 , 其可达标识总是有界的. 即

ΠmD ( t0 ) , mD ( t) ≤K , mD ( t) ∈R ( m0 ) .其中 R ( m0 )

表示初始标识 mD ( t0 ) 的可达标识集[18 ] .

定义 5 (DPN的稳定性) 　对于给定的 DPN ,若

其离散库所的标识向量 mD ( t) 是 Lagrange稳定的 ,

同时微分库所的标识向量 x ( t) 在离散库所标识向

量 mD ( t) 按照式 (5) 的演化过程中 ,也是 L yap unov

意义下稳定的 ,则称该 DPN是稳定的.

本文考虑最大激发速度向量 v j 是微分库所变

量的线性组合的情况. 一般来说 ,对于线性切换系

统 ,若每个子系统是稳定的 ,并且每个子系统的停留

时间足够大 (此停留时间的下界可准确计算[1 ] ) ,则

整个切换系统是稳定的.因此为便于讨论 ,作出如下

假设 :

假设 1　Π T j ∈TD , J ( T j ) = d j ≥ω> 0 ,其中

ω是停留时间的下界 (此假设也可通过加入控制库

所来实现) .

引理 1　对于给定的DPN ,若存在关于 x ( t) 和

mD ( t) 的标量函数 V ( x ( t) , mD ( t) ) ,满足如下条件 :

1) 对于任意 t ≥t0 ,存在 K类函数ψ1和ψ2以及

关于 x ( t0 ) 的正数γ( x0 ) ,有

ψ1 ( mD ( t) ) ≤V ( x ( t) , mD ( t) ) ≤

ψ2 ( mD ( t) ) +γ( x0 ) .

　　2) 对于 Π t ∈[ tk , tk+1 ) , k = 1 ,2 , ⋯,存在 K类

函数αk和βk以及关于 mD ( tk ) 的正数Γ( mD ( tk ) ) ,有

①αk ( ‖x ( t) ‖) +Γ( mD ( tk ) ) ≤

V ( x ( t) , mD ( tk ) ) ≤

βk ( ‖x ( t) ‖) +Γ( mD ( tk ) ) ;

② d
d t

V ( x ( t) , mD ( tk) ) ≤0 .

3) V ( x ( tk ) , mD ( tk ) ) ≥V ( x ( tt+1 ) , mD ( tt+1 ) ) ,

k = 1 ,2 , ⋯,则该 DPN在定义 5下是稳定的.

证明 　由条件 1) 和 3) 并根据文献[7 ]可知 ,

DPN的离散库所 mD ( t) 是Lagrange稳定的.另外由

条件 2) ,仿照文献[19 ]中结论 1的证明 ,可证 DPN

在每个跳转时间区间[ tk , tk+1 ) 中所处的子系统都是

稳定的.结合假设 1可知 ,DPN 的微分 (连续) 部分

和离散部分的演化过程是稳定的.

综上所述 ,依据定义 5 可知 ,给定的 DPN 是稳

定的. □

4　DPN的稳定性定理
　　根据引理 1 ,结合关联矩阵W的信息 ,进一步研

究 DPN的稳定性条件.首先对 W 中的 W DFD ( W DFD

= 0) 分块进行分析.

由DPN的结构条件 ,有W DFD = 0 .但矩阵中的0

元素性质并不一样.这些 0 元素是指所对应的离散

库所与微分变迁之间没有连接弧 ,或所对应的离散

库所与微分变迁之间有两条方向相反且权值相等的

连接弧 (结构条件) .为从 W DFD 中获取信息 ,

W DFD = Post (W DFD ) - Pre ( W DFD ) .

其中 :Pre ( W DFD ) 表示连接W DFD中离散库所 Pi到微

分变迁 T j的有向弧上的权矩阵 , Post ( W DFD ) 表示连

接W DFD中微分变迁 T j到离散库所 P i的有向弧上的

权函数.显然有 Post ( W DFD ) = Pre ( W DFD ) ≥0 .

进一步 ,引入如下 G, H函数 :

定义 6 ( G函数) 　对任意给定的列向量 an×1 和

矩阵 B n×m ,有

G( an×1 , B n×m ) = [ a…a…⋯…a]n×m - B n×m .

　　例如 :若 a = [4　2 ]T , B =
4 3 2

1 5 0
,则有

G( a , B) =
4 4 4

2 2 2
-

4 3 2

1 5 0
=

0 1 2

1 - 3 2
.

　　定义7 ( H函数) 　对任意给定的列数相等的两

个矩阵 A n×m和 C l×m , H[ ( A n×m , Cl×m ) ; ≥0 ]表示 :首

先确定矩阵 A n×m 中所有大于或等于零的列的列标

( i1 , i2 , ⋯, ik ) , k ≤ m ; 然后按照上述列标从矩阵

Cl×m 中取出相应的列组成一个新的矩阵.

例如 : 若 A =
3 - 1 1

0 2 4
, C =

2 3 4

5 6 7

8 9 1

,

则有 H[ ( A , C) ; ≥0 ] =

2 4

5 7

8 1

.

上述函数用 Matlab 容易实现. 利用函数 G和

H ,结合对矩阵 W DFD 的分析 ,DPN的微分 (连续) 部

分可表示为

Ûx ( t) = H[ ( G( mD ( tk ) , Post ( W DFD ) ) ,

W DF ) ; ≥0 ] x ( t) ,

t ∈[ tk , tk+1 ) , k = 0 ,1 , ⋯. (7)

其中 mD ( tk ) = m ( t0 ) + W Dδ( tk ) .将其代入式 (7) ,有

　　　Ûx ( t) = H[ ( G( mD ( t0 ) + W Dδ( tk ) ,

Post ( W DFD ) ) , W DF ) ; ≥0 ] x ( t) ,

t ∈[ tk , tk+1 ) , k = 0 ,1 , ⋯. (8)

由上述分析 ,根据定义 5 ,给出如下定理 :

定理 1　对于给定的DPN ,如果满足如下条件 :

1) 列向量 < > 0 ,使得

W T
D < ≤0 ; (9)

0221
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　　2) 对于每个跳转时间区间 t ∈[ tk , tk+1 ) , k = 0 ,

1 , ⋯,存在正定矩阵 Pk 使得

HT
k P k + Pk H k ≤0 , (10)

其中

H k = H[ ( G( mD ( t0 ) + W Dδ( tk ) ,

Post ( W DFD ) ) , W DF ) ; ≥0 ] ;

　　3) 存在正数列{ ak } 和{ bk } , k = 0 ,1 , ⋯,使得

a0 = b0 = 1 ,

ak P ( k- 1) ≥bk P k , k = 1 ,2 , ⋯. (11)

则该 DPN在定义 5下是稳定的.

证明 　对于给定的 DPN ,构造如下标量函数

V ( x ( t) , mD ( t) ) :

V ( x ( t) , mD ( t) ) =

mT
D ( t) < + ∏

0≤i≤k
{

bi

a i
} x T ( t) Pk x ( t) ,

t ∈[ tk , tk+1 ) , k = 0 ,1 , ⋯.

下面验证 V ( x ( t) , mD ( t) ) 满足引理 1的 3个条件 :

1) 由式 (10) , (11) 可知

0 ≤∏
0≤i≤k

{
bi

a i
} x T ( t) Pk x ( t) ≤ x T ( t0 ) P0 x ( t0 ) ,

从而有

min
1≤j≤N

{ <j } mT
D ( t) e< ≤V ( x ( t) , mD ( t) ) ≤

max
1≤j≤N

{ <j } mT
D ( t) e< + x T ( t0 ) P0 x ( t0 ) .

其中 : N 是 DPN中离散库所的总数 , <j (1 ≤ j ≤N)

是向量 <的第 j 个分量 , e<是行数为 N 且元素全为 1

的列向量.取

ψ1 ( mD ( t) ) = min
1≤j≤N

{ <j } mT
D ( t) e< ,

ψ2 ( mD ( t) ) = max
1≤j≤N

{ <j } mT
D ( t) e< ,

γ( x0 ) = x T ( t0 ) P0 x ( t0 ) ,

可知引理 1的条件 1) 成立.

2) 由式 (8) , (10) 和 (11) 可知 ,对于 Πt ∈[ tk ,

tk+1 ) , k = 1 ,2 , ⋯,有

mT
D ( tk ) < +λmin ( Pk ) ∏

0≤i≤k
{

bi

a i
} ‖x ( t) ‖2 ≤

V ( x ( t) , mD ( tk ) ) ≤

mT
D ( tk ) < +λmax ( Pk ) ∏

0≤i≤k
{

bi

a i
} ‖x ( t) ‖2 ,

且 d
d t

V ( x ( t) , mD ( tk ) ) ≤0 .取

αk ( ‖x ( t) ‖) =λmin ( Pk ) ∏
0≤i≤k

{
bi

a i
} ‖x ( t) ‖2 ,

βk ( ‖x ( t) ‖) =λmax ( Pk ) ∏
0≤i≤k

{
bi

a i
} ‖x ( t) ‖2 ,

Γ( mD ( tk ) ) = mT
D ( tk ) <,

可知引理 1的条件 2) 成立.

3) 由式 (5) , (9) 易证 : mT
D ( tk ) < ≥mT

D ( tk+1 ) <, k

= 1 ,2 , ⋯.再由式 (10) , (11) 有

∏
0≤i≤k

{
bi

a i
} x T ( tk ) Pk x ( tk ) ≥

∏
0≤i≤k+1

{
bi

a i
} x T ( tk+1 ) Pk+1 x ( tk+1 ) .

因此

mT
D ( tk ) < + ∏

0≤i≤k
{

bi

a i
} x T ( tk ) Pk x ( tk ) ≥

mT
D ( tk+1 ) < + ∏

0≤i≤k+1
{

bi

a i
} x T ( tk+1 ) Pk+1 x ( tt+1 ) .

即 V ( x ( tk ) , mD ( tk ) ) ≥V ( x ( tk+1 ) , mD ( tk+1 ) ) ,所以

引理 1的条件 3) 成立.

综合上述条件1) ～3) 可知 ,DPN在定义5下是

稳定的. □

注 1　由于 mD ( tk ) ≥0 ,同时由定理 1的条件

1) 可知 mD ( tk ) 有界 ,即存在某一正数 C使得 0 ≤

mD ( tk ) ≤C.考虑到 mD ( tk ) 的取值是离散的 ,因此

mD ( tk ) ( k = 1 ,2 , ⋯) 的取值为有限多个.进而可知 ,

满足定理 1条件 2) ,3) 中的正定矩阵 Pk以及正数 a k

和 bk ( k = 1 ,2 , ⋯) 的取值也是有限多个.所以只要

求出有限个正定矩阵 Pk 和有限个正数 a k 和 bk 即

可 ,而无需求出无限个.

以下的仿真例子说明了定理 1的有效性.该例

子用文献[17 ]的方法无法分析其稳定性.

5　仿真算例
　　考虑图 1所示的 DPN ,其中双箭头的有向弧为

满足结构条件的有向弧 ,即表示与其相连的离散库

所和微分库所之间的一对方向相反且权值相等的有

向弧.另外 ,图中没有赋权的有向弧的权值均为 1 .

图 1　DPN

图中 : P1 , P2 , P3 是离散库所 ; P4 , P5 (或 X1 ,

X2 ) 是微分库所 ; T1 , T2 , T3 是离散变迁且时延为

J ( T i ) = di = 2 s (1 ≤i ≤3) ; T j (4 ≤ j ≤9) 是微

分变迁 ,其最大激发速度向量为

v ( T j ) =
X1 ( t) , j = 4 ,6 ,8 ;

X2 ( t) , j = 5 ,7 ,9 .

且积分步长均为 h = 0 . 1 s , 初始标识为
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[0　1　1　3　5 ].

该 DPN的关联矩阵为

W =

- 1 0 1 0 0

1 - 1 0 0 0

0 1 - 1 0 0

0 0 0 - 0 . 25 0

0 0 0 0 - 0 . 7

→

←

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

- 0 . 05 0 - 0 . 5 0

0 - 0 . 1 0 - 0 . 12

.

其中

W D =

- 1 0 1

1 - 1 0

0 1 - 1

, W DDF = 0 ,

W DF =

- 0 . 25 0 - 0. 05 0 - 0. 5 0

0 - 0 . 7 0 - 0. 1 0 - 0 . 12
,

W DFD = Post (W DFD ) - Pre (W DFD ) = 0 ,

Post ( W DFD ) =

Pre (W DFD ) =

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0

.

取 < = [1　1　1 ] > 0 ,有 W T
D < = 0 ≤0满足定理 1

的条件 1) .

另外 ,根据式 (10) 和 (11) ,计算可得

P0 =
0 . 1 0

0 0 . 2
, P1 =

0 . 3 0

0 0 . 2
,

P2 =
0 . 2 0

0 0 . 2
.

当 k ≥3时 , Pk重复选取 P i (0 ≤i ≤2) 中的某一个

即可.进而有 :{ a0 = 1 , b0 = 1} ,{ a1 = 3 , b1 = 1} ,{ a2

= 1 , b2 = 1} ,{ a3 = 1 , b3 = 1} .当 k ≥4时 , { ak , bk }

重复选取{ ai , bi } (0 ≤ i ≤3) 中的某一组即可.

综上所述 ,定理 1的 3个条件均成立.微分库所

P4 和 P5 的标识变化情况 (即连续部分的变化) 如图

2所示 ,其中 x1 和 x2 分别代表 P4 和 P5 的标识演化

轨迹.

而离散库所 P1 , P2 , P3 的标识变化如下 :

0

1

1

→

1

0

1

→

1

1

0

→

0

1

1

→

1

0

1

→⋯.

　　由此可见 ,DPN的离散库所 P1 , P2 , P3 的标识

变化是 Lagrange稳定的 ,且微分库所 P4 和 P5 的标

识变化也是稳定的 ,即整个 DPN稳定.

图 2　微分库所 P4 , P5 的标识演化轨迹

6　结 　　语
　　本文研究了一类 DPN 的稳定性问题 ,通过引

入两类函数 ,利用关联矩阵的信息对 DPN 的稳定

性进行具体分析 ,进一步构造新的复合能量函数 ,从

而得到整个 DPN的稳定性定理.在分析过程中 ,若

W DDF ≠0 ,则系统将会出现脉冲或更为复杂的内部

作用 ,这样的 DPN具有更一般的意义 ,也更具有研

究价值.但对于它的研究需要同时考虑系统内部更

为复杂的相互作用以及脉冲特性 ,因此具有一定难

度 ,有关这类问题尚需进一步研究.
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应急供应方法设计的供应网络 ,能使供应中断数量

显著降低 ,输出均值提高 ,输出标准差降低 ,进而使

供应网络的弹性得到提高.

当然 ,只有当收益足以补偿供应网络中断导致

的损失时使用战略应急库存方法才有价值 ,而且期

权供应的提前期能否被接受也取决于节点上成本与

收益的比较 ,未来的研究要考虑到这些方法的约束

问题.另外 ,本文中没考虑区域供应商失效的情况 ,

这也是下一步研究的重点.如果能建立多周期动态

设计模型 ,将会更加接近实际 ,但会是相对较难的研

究课题.
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