
第 22卷 第 12期
Vol. 22 No. 12

控　制　与　决　策
Cont rol and Decision

2007年 12月
　　Dec. 2007

收稿日期 : 2006208230 ; 修回日期 : 2006212211.

基金项目 : 江苏省自然科学基金项目 (B K2007210) ; 南京理工大学科研发展基金项目 (AB96248) .

作者简介 : 向峥嵘 (1969—) ,男 ,南京人 ,副教授 ,从事非线性系统、鲁棒控制和切换系统的研究 ; 向伟铭 (1983—) ,

男 ,四川绵阳人 ,硕士生 ,从事非线性切换系统的分析、控制与优化的研究.

　　文章编号 : 100120920 (2007) 1221373204

基于反步法的一类非线性切换系统控制器设计

向峥嵘 , 向伟铭
(南京理工大学 自动化学院 , 南京 210094)

摘　要 : 研究一类子系统是纯反馈非线性系统的切换系统控制器设计问题.基于多 L yapunov函数和反步法 ,提出一

种状态反馈控制律及切换规则设计方法 ,通过递推设计可得到使非线性切换系统稳定的反馈控制律和切换规则.将

所提出的方法应用于该类非线性切换系统含有不确定性的情形 ,仿真算例结果表明了所提出方法的有效性.
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Abstract : For a certain class of switched nonlinear systems , backstepping method is applied to design the state

feedback controllers and switching law based on multi2Lyapunov functions. The state feedback controllers and

switching law which can stabilize the system are developed. Under some conditions , this class of switched nonlinear

systems with uncertainties can be stabilized robustly by using the proposed method. Finally , the simulation result

shows the effectiveness of the designed st rategy.
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1　引　　言
　　切换系统是一类重要的混杂系统 ,是指由一组

连续或离散动态子系统组成 ,并按某种切换规则在

各子系统之间切换的动力系统[1 ] .切换系统的稳定

性研究是切换系统研究的一个重要方面 ,而主要的

成果是关于线性切换系统 ,并且已经渐成体系[224 ] .

非线性切换系统的研究成果相对较少 ,在非线性切

换系统镇定方面 ,Ast rom等人[5 ]研究了在每个子系

统都有相应 L yap unov函数的切换系统 ,提出了最

小切换律方法. Pert tersson 提出了最小投影法 ,研

究了非线性切换系统镇定问题[6 ] .文献[ 7 ]提出了单

输入单输出非线性切换系统一致标准形的概念 ,并

研究了具有一致标准形的非线性切换系统的镇定问

题. 文献 [ 8 ]研究了非线性切换系统存在公共

L yap unov函数的情形 ,给出了基于 L yap unov函数

的反馈控制律和切换规则的设计方法.

　　反步法是通过递推的方法设计一类纯反馈型

非线性系统的稳定反馈控制律.递推设计过程包含

n步 ,从第 1步到第 n - 1步设计虚拟控制输入 ,在第

n步设计了系统的实际控制输入[9 ] . 本文将反步法

用于一类各个子系统都是纯反馈型非线性系统的切

换系统控制器设计 ,并利用多Lyap unov函数设计镇

定系统的切换规则.仿真例子表明 ,反步法设计的控

制器能够镇定该类非线性切换系统.

2　问题描述及预备知识
　　考虑如下形式的非线性切换系统 :

Ûx = f i ( x) . (1)

其中 :切换规则 i : [0 , + ∞) → I = { 1 ,2 , ⋯, N} , x

∈Rn ,映射 f i : Rn →Rn 足够光滑.

　　引理 1[1 ] 　考虑系统 (1) ,假设各子系统对应

有一个连续可微正定函数 V i , i ∈ I ,其导数 ÛV i < 0 ,

且 V i ( x (τi , k ) ) ≤V i ( x (τi , k- 1 ) ) ,其中τi , k为第 k次切

入子系统 i的时刻 ,那么该切换系统稳定.

　　本文考虑下列子系统为纯反馈非线性系统的
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切换系统 :

Ûx = f i0 ( x) + gi0 ( x) z1 ,

Ûz1 = f i1 ( x , z1 ) + gi1 ( x , z1 ) z2 ,

　　　…

Ûz k- 1 = f ik - 1 ( x , z1 , ⋯, z k- 1 ) +

　　　gik - 1 ( x , z1 , ⋯, z k- 1 ) z k ,

Ûz k = f ik ( x , z1 , ⋯, z k ) + gik ( x , z1 , ⋯, z k ) ui .

(2)

其中 : x ∈Rn , z1 到 z k 是标量 , ui ∈R是控制输入 ;

f i0 到 f ik 光滑且 f ij (0) = 0 , i ∈ I ,0 ≤ j ≤k ; gi0 到

gik 足够光滑且 g ij ( x , z1 , ⋯, z j ) ≠0 , i ∈I ,1 ≤j ≤

k.

　　进一步研究该类不确定非线性切换系统

Ûx = f i0 ( x) + gi0 ( x) z1 +δix ( x , z) ,

Ûz1 = f i1 ( x , z1 ) + gi1 ( x , z1 ) z2 +δiz 1
( x , z) ,

　　　…

Ûz k- 1 = f ik - 1 ( x , z1 , ⋯, z k- 1 ) +

　　　gik - 1 ( x , z1 , ⋯, z k- 1 ) z k +δiz k- 1
( x , z) ,

Ûz k = f ik ( x , z1 , ⋯, z k ) +

　 　gik ( x , z1 , ⋯, z k ) ui +δiz k
( x , z) .

(3)

其中δix ,δiz 1 , ⋯,δiz k
为不确定项 ,且满足不等式

‖δix ‖≤ai ‖x‖2 ; (4)

|δiz m
| ≤bim ‖x‖2 + ∑

m

n = 1
cin | z n | ,

m = 1 ,2 , ⋯, k. (5)

其中 : ai , bim , cin 都是正实数 ,其余符号与式 (2) 相

同.

3　主要结果
3 . 1　非线性切换系统控制器设计

　　考虑下列非线性切换系统 :

Ûη = f i (η) + gi (η)ξ, (6)

ξ
·

= f ia (η,ξ) + gia (η,ξ) ui . (7)

其中 :η∈Rn ,ξ∈R , ui ∈R.由 gia (η,ξ) ≠0 ,令

ui =
1

gia (η,ξ)
[ uia - f ia (η,ξ) ] ,

则式 (6) 和 (7) 可写为

Ûη = f i (η) + gi (η)ξ, (8)

ξ
·

= uia . (9)

假设系统 (8) 存在一组状态反馈控制律ξ = <i (η) ,

<i (0) = 0 ,一组正定函数 V i0 (η) 满足

ÛV i0 =
5V i0

5η [ f i (η) + gi (η) <i (η) ] ≤- αi (η) ,

(10)

其中αi (η) 正定.令

V i (η,ξ) = V i0 (η) +
1
2

[ξ- <i (η) ]2 ,

其中 i ∈ I 为切换系统 (8) 和 (9) 各子系统的

L yap unov 函数. 在第 i 个子系统工作时 , 其

L yap unov函数的导数为

ÛV i (η,ξ) ≤- α(η) +
5V i0

5η g i (η) [ξ- <i (η) ] +

[ξ- <i (η) ][ uia - <
·

i (η) ].

取 uia = -
5V i0

5η g i (η) - ki [ξ- <i (η) ] + <
·

i (η) , ki > 0 .

有 ÛV i = -α(η) - ki [ξ- <i (η) ]2 < 0 .将 uia代入 u i得

　　ui =
1

gia (η,ξ) {
5<i

5η[ f i (η) + gi (η)ξ] -

　　　　5V i0

5η g i (η) - ki [ξ- <i (η) ] - f ia (η,ξ) } .

(11)

若在切换时刻τn , n = 1 ,2 , ⋯, 从子系统 i切换到 j

满足

V i (η(τn) ,ξ(τn) ) ≥V j (η(τn) ,ξ(τn) ) , (12)

易得 V i ( x (τi , k ) ) ≤V i ( x (τi , k- 1 ) ) .由引理 1可知 ,输

入 ui 为式 (11) 且切换规则满足式 (12) 时 ,系统 (6)

和 (7) 稳定.

　　定理 1　考虑系统 (6) 和 (7) . <i (η) , <i (0) =

0 ( i ∈I) 是系统 (6) 的一组状态反馈控制律 ,对于一

组正定函数αi (η) ( i ∈I) ,V i0 (η) ( i ∈I) 是一组满足

式 (10) 的连续正定函数 ,则

V i (η,ξ) = V i0 (η) +
1
2

[ξ- <i (η) ]2 , i ∈ I

为各子系统的L yap unov函数.若切换规则保证在切

换时刻τn从子系统 i切换到 j满足式 (12) ,则反馈控

制律 (11) 可使系统 (6) 和 (7) 渐近稳定.

　　注 1　若 L gi
V i0 (η) ≠0 , i ∈I ,则系统 (6) 的控

制律 <i (η) 可设计为

<i (η) = -
L f i

V i0 (η) +βi (η)

L gi
V i0 (η) , i ∈ I ,

其中βi (η) 是正定的.此时有下式成立 :

ÛV i0 = L f i
V i0 (η) + L gi

V i0 (η) <i (η) ≤- βi (η) ,

i ∈ I.

显然 ,所设计的状态反馈控制律满足式 (10) .

　　利用定理 1 ,系统 (2) 的控制器设计步骤如下 :

　　Step 1　将 z1 看作虚拟控制输入 ,若能确定一

组状态反馈控制律 z1 = <i0 ( x) , <i0 (0) = 0 ( i ∈I) 和

一组连续正定函数 V i0 ( x) 满足

ÛV i0 ≤- αi0 ( x) , i ∈ I , (13)

其中αi0 ( x) 是正定的 ,则由定理 1可得系统

　　　　Ûx = f i0 ( x) + gi0 ( x) z1 ,

　　　　Ûz1 = f i1 ( x , z1 ) + gi1 ( x , z1 ) z2 ,
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i ∈ I (14)

的状态反馈控制律和各子系统的 L yap unov函数为

z2 = <i1 ( x , z1 ) =

1
giz 1

[
5<i0

5 x
( f i0 + gi0 z1 ) -

5V i0

5 x
g i0 -

ki1 ( z1 - <i0 ) - f iz 1 ] ,

V i1 ( x , z1 ) =

V i0 ( x) +
1
2

[ z1 - <i0 ( x) ]2 , ki1 > 0 .

如果切换规则中系统从 i切换到 j 的规则是集合Ω1

= { x , z1 | V i1 ( x , z1 ) ≥V j1 ( x , z1 ) , i , j ∈I且 i ≠j}

的子集 ,则在Ω1 中系统 (14) 从子系统 i切换到子系

统 j能满足 V i1 (τn) ≥V j1 (τn) .由定理 1可知 ,在此

切换规则下 z2 = <i1 ( x , z1 ) 镇定系统 (14) .

　　Step 2　进一步考虑如下系统 :

Ûx = f i0 ( x) + gi0 ( x) z1 ,

Ûz1 = f i1 ( x , z1 ) + gi1 ( x , z1 ) z2 ,

Ûz2 = f i2 ( x , z1 , z2 ) + gi2 ( x , z1 , z2 ) z3 ,

i ∈ I. (15)

将 z2 看作虚拟的控制输入 ,重复 Step1可得

z3 =

1
gi2

[
5<i1

5 x
( f i0 + gi0 z1 ) +

5<i1

5 z1
( f i1 + gi1 z2 ) -

5V i1

5 z1
gi1 - ki2 ( z2 - <i1 ) - f i2 ] ,

V i2 ( x , z1 , z2 ) =

V i1 ( x , z1 ) +
1
2

[ z2 - <i1 ( x , z1 ) ]2 ,

其中 ki2 > 0 .若系统从 i切换到 j 的规则是集合Ω2

= { x , z1 , z2 | V i2 ≥V j2 , i , j ∈ I且 i ≠ j} 的子集 ,

则该状态反馈控制律能够镇定系统 (15) .

　　Step k　重复以上步骤可得到如下控制律和

L yap unov函数 :

ui =
1
gik

[
5<i1

5 x
( f i0 + gi0 z1 ) +

∑
k- 1

m = 1

5<im

5 z m
( f im + gim z m+1 ) -

5V i ( k- 1)

5 z k- 1
gi ( k- 1) - kik ( z k - <i ( k- 1) ) - f ik ] ,

kik > 0 ;

　　V ik ( x , z1 , ⋯, z k- 1 ) = V i ( k1) +
1
2

[ z k - <i ( k- 1) ]2 .

(16)

若系统从 i切换到 j 的规则是集合

Ωk =

{ x , z1 , ⋯, z k | V ik ≥V jk , i , j ∈ I且 i ≠ j} (17)

的子集 ,则该状态反馈控制律 (16) 稳定系统 (2) .

　　定理 2　考虑系统 (2) ,设 z1 = <i0 ( x) ( <x0 (0)

= 0) 是系统 (2) 中Ûx = f i0 ( x) + gi0 ( x) z1 的一组状

态反馈控制律 ,则对于正定函数αi0 ( x) , i ∈ I ,存在

一组正定连续函数V i0 ( x) ( i ∈I) 满足式 (13) .设 <im

和 V im = V i ( m- 1) +
1
2

[ z m - <i ( m- 1) ]2 分别为反步法迭

代过程中第 m 步中所求取的虚拟状态控制律及各

子系统的 Lyap unov函数.其中 : i ∈ I , m = 1 ,2 , ⋯,

k.令Ωk 为满足式 (17) 的集合 ,若从子系统 i切换到

j的规则是集合 S ij ΑΩk ,则反馈控制律 (16) 可保证

系统 (2) 渐近稳定.

3 . 2　含不确定项的非线性切换系统控制器设计

　　考虑式 (6) 和 (7) 具有不确定项的非线性切换

系统为

Ûη = f i (η) + gi (η)ξ+δiη (η,ξ) , (18)

ξ
·

= f ia (η,ξ) + gia (η,ξ) ui +δiξ(η,ξ) . (19)

设系统 (18) 存在一组状态反馈控制律ξ= <i (η) ( <i (0)

= 0) 及一组正定函数 V i0 (η) ,满足

ÛV i0 ≤- γi ‖η‖2
2 , (20)

其中γi 是正实数.取

V i (η,ξ) = V i0 (η) +
1
2

[ξ- <i (η) ]2 , i ∈ I

为各个子系统的 L yap unov函数 ,令控制律为

ui =
1
gia

[
5<i

5η
( f i + giξ) -

5V i0

5η g i -

ki (ξ- <i ) - f ai ] , ki > 0 . (21)

进一步假设 <i (η) 满足

| <i (η) | ≤ di ‖η‖2 , 5<i/ 5<η 2 ≤ei , (22)

其中 di和 e i均为正实数.通过式 (4) , (5) 和 (22) ,可

证明对于某组λi =
1
2

( bi1 + aie i + ci1 di ) > 0 ,有

ÛV i (η,ξ) ≤

-
‖η‖2

|ξ- <i |

T γi - λi

- λi k i - ci1

‖η‖2

|ξ- <i |
.

只要选择 ki > ci1 +
λ2

i

γi
, i ∈ I ,就能保证 ÛV i < 0 .

　　类似3 . 1节结论 ,若在切换时刻从子系统 i切换

到 j ,满足式 (12) ,只要 ki 足够大 ,系统 (18) 和 (19)

就稳定.

　　定理3 　考虑系统 ( 1 8 ) 和 ( 1 9 ) .ξ= <i (η)

( <i (0) = 0 , i ∈I) 是系统 (18) 的一组状态反馈控制

律 ,且满足式 (22) , 对于一组正实数γi ( i ∈ I) ,

V i0 (η) ( i ∈ I) 是一组满足式 (20) 的连续正定函数.

若在切换时刻τn 系统从子系统 i 切换到 j 满足式

(12) ,且 ki ( i ∈ I) 足够大 ,控制律 (21) 就可保证系

统 (18) 和 (19) 渐近稳定.
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　　利用定理 3可得系统 (3) 的鲁棒镇定控制器.

　　定理 4　考虑系统 (3) . 设系统 (3) 中 Ûx =

f i0 ( x) + gi0 ( x) z1 +δix ( x , z) ( i ∈ I) 的一组控制律

为 z1 = <i0 ( x) ( <i0 (0) = 0) 满足式 (22) ,对于一组正

实数γi , i ∈ I ,存在一组正定连续函数 V i0 ( x) , i ∈

I ,满足 ÛV i0 ≤- γi ‖x‖2
2 . V im = V i ( m- 1) +

1
2

[ z m -

<i ( m- 1) ]2 和 <im 分别为迭代中第 m 步中各子系统的

L yap unov函数及所求取的虚拟控制律.其中 : i ∈I ,

m = 1 ,2 , ⋯, k.令Ωk 为满足式 (17) 的集合 ,若从子

系统 i切换到 j 的规则是集合 S ij ΑΩk ,则控制律为

　　ui =
1
gik

[
5<i1

5 x
( f i0 + gi0 z1 ) +

　　　　∑
k- 1

m = 1

5<im

5 z m
( f im + gim z m+1 ) -

　　　　5V k- 1

5 z k- 1
gi ( k- 1) - kik ( z k - <i ( k- 1) ) - f ik ] .

其中 kim 足够大 ,可保证系统 (3) 渐近稳定.

4　仿真例子
　　考虑系统

f 1 =
x2

1 - x3
1 + x2

0
, g1 =

0

1
;

f 2 =
2 x2

1 sin 10 x1 - x1 + 2 x2

0
, g2 =

0

1
.

对于 Ûx = f i0 ( x1 ) + gi0 ( x1 ) x2 ,存在 <11 ( x1 ) = - x2
1

和 <12 ( x1 ) = - x2
1 sin 10 x1使 V 10 = V 20 =

1
2

x2
1满足

式 (13) .得到控制律和各子系统的 Lyap unov函数

　　u1 = - x1 - 2 x3
1 + 2 x4

1 - 2 x1 x2 - x2
1 - x2 ,

　　u2 = - 2 x1 - x2 - x2
1 sin 10 x1 -

　　　　(2 x2 + 2 x2
1 sin 10 x1 -

　　　　x1 ) (10 x2
1 cos 10 x1 + 2 x1 sin 10 x1 ) ,

　　V 1 =
1
2

x2
1 +

1
2

( x2 + 5sin x1 ) 2 ,

　　V 2 ( x1 , x2 ) =
1
2

x2
1 +

1
2

( x2 + 5sin x1 ) 2 .

切换规则设计为 i = i ( x) = arg min{ V i ( x1 , x2 ) } ,

保证在切换时刻满足条件 .取初始值 x ( 0 ) = [ 3 ,

图 1　系统的状态响应曲线

- 7 ]T , 系统状态响应如图 1所示 ,切换策略见图 2 .

图 2　系统切换策略

5　结 　　语
　　本文研究了一类非线性切换系统的状态反馈镇

定控制器设计问题.利用反步法设计了系统的状态

反馈控制器 ,用多 Lyap unov 函数方法设计了切换

规则 ,并进一步设计了该类不确定切换系统的鲁棒

稳定控制器.最后以仿真算例表明了所提出方法的

有效性.
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