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一种直觉模糊熵的构造方法
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摘　要 : 针对直觉指数所表征的中立证据中支持与反对的程度呈均衡状态时无法表述的问题 ,提出一种直觉模糊熵

的构造方法.首先基于均衡状态假设 ,揭示了影响直觉模糊熵大小的 3个相互作用因素之间的内部关系 ,给出了直觉

模糊熵的几何解释 ;然后分析了满足直觉模糊熵的直观约束条件 ,给出一种直觉模糊熵的公理化定义 ,揭示了直觉模

糊熵最小值计算性质 ;最后通过算例分析比较 ,验证了所提出方法的正确性、合理性和有效性.
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Abstract : To the problem that intuitionistic fuzzy entropy ( IFE) can not be expressed in the equilibrium state of

supportability and opposability of neutral evidences indicated in the intuitionistic index , a type of technique for

const ructing IFE is proposed. First , based on the hypothesis of an equilibrium state , the internal relationships of

three factors of interactitities among rules impacting the magnitude of IFE are revealed and the geometrical illust ration

is presented. Then , a set of intutionistic rest rictive conditions for IFE are analyzed. An axiomatized definition of IFE

is proposed and the minimum calculation property is indicated. Finally , through analyzing and comparing by a set of

calculating examples , the result s show the correction , reasonability and effectiveness of the proposed technique.
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1　引　　言
　　熵是信息论中的一个概念 ,主要用来刻画一个

对象所蕴含的平均信息量. 1965 年 , Zadeh 创立了

Fuzzy集理论[ 1 ] ,并于 1969年首次提出了模糊熵的

概念 ,它主要用来刻画一个模糊集的模糊性.对于模

糊熵的研究 ,不同学者给出了不同的定义和构造方

法[2 ,3 ] .

　　作为普通模糊集的一个推广 ,Atanassov 直觉

模糊集合 ( Intuitionistic Fuzzy Set s , IFS) [426 ]增加了

一个新的属性参数———非隶属度函数 ,进而还可以

描述“非此非彼”的“模糊概念”,更加细腻地刻画客

观世界的模糊性本质 ,是对 Zadeh 模糊集理论最有

影响的一种扩充和发展 ,因而引起了众多学者的研

究和关注[7210 ] .对于直觉模糊集中有关熵的问题 ,国

外学者对其进行了不同方面的研究. Burillo 等人[ 11 ]

最先给出了一个直觉模糊熵的定义 ;在此基础上 ,又

有学者给出了不同形式的直觉模糊熵的计算方

法[12 ] .通过深入分析 ,发现文献[ 11 ,12 ]存在一个共

同问题 :直觉指数所表征的中立证据中支持与反对

的程度呈均衡状态时无法表述.本文将针对此问题

进行深入分析 ,提出一种新的直觉模糊熵的构造方

法.文献[12 ]与文献[11 ]的理论是一致的 ,只是计算

形式不同 ,为此本文只针对文献[11 ]进行分析.

　　本文针对文献 [11 ]中所给出的直觉模糊熵的

定义 ,发现这种直觉模糊熵的定义是不完整的 ,因为

它是基于模糊集的 ,即以模糊集为标准 ,从而当一个

直觉模糊集 A 退化为模糊集时 ,它的熵 E( A) = 0 .

然而 ,模糊集本身也具有模糊性 ,因而它未能全面地

刻画出一个直觉模糊集的模糊信息量 ,而且对于形

如[0 . 5 ,0 . 5 ]的 IFS值的模糊性无从刻画.因此 ,此
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时尽管不存在任何证据的犹豫程度的信息 ,但由于

肯定和否定的证据各占 50 % ,使得人们很难作出合

理的判断.对于这种基于直觉指数所表征的中立证

据中支持与反对的程度呈均衡状态的假设 ,文献

[11 ]是无能为力的 ,因此有必要对直觉模糊熵重新

定义.

2　直觉模糊集定义
　　Atanassov对直觉模糊集给出了下述定义 :

　　定义 1 (直觉模糊集[4 ] ) 　设 X 是一个给定论

域 ,则 X 上的一个直觉模糊集

A = {〈x ,μA ( x) ,γA ( x)〉| x ∈ X} .

其中 :μA ( x) : X →[0 ,1 ]和γA ( x) : X →[0 ,1 ]分别

代表 A 的隶属函数μA ( x) 和非隶属函数γA ( x) ,且

对于 A上的所有 x ∈X ,0 ≤μA ( x) +γA ( x) ≤1成

立.

　　当 X为连续空间时 ,有

A =∫X〈μA ( x) ,γA ( x)〉/ x , x ∈ X ;

当 X = { x1 , x2 , ⋯, x n} 为离散空间时 ,有

A = ∑
n

i = 1
〈μA ( x i ) ,γA ( x i )〉/ x i , x i ∈ X ,

i = 1 ,2 , ⋯, n.

直觉模糊集 A有时可简记为 A =〈x ,μA ,γA〉或者 A

=〈μA ,γA〉/ x .

　　对于 X中的每一个直觉模糊子集 ,称1 -μA ( x)

- γA ( x) 为 A 中 x 的直觉指数 ( Int uitionistic

Index) ,它是 x对 A 的犹豫程度 ( Hesitancy degree)

的一种测度.显然 ,对于每一个 x ∈X ,0 ≤πA ( x) ≤

1 ;对于 X中的每一个一般模糊子集 A ,πA ( x) = 1 -

μA ( x) - [1 - μA ( x) ] = 0 , Π x ∈ X.

3　直觉模糊熵的几何解释
　　模糊熵可用来描述模糊集的模糊性和信息量.

在直觉模糊集中 ,可以将模糊熵定义为该论域 X 中

的任意一个元素 x 的隶属度在区间〈x ,μA ( x) ,

γA ( x)〉内.这样 ,关于 x 的不确定性即犹豫度可用

πA ( x) = 1 -μA ( x) -γA ( x) 表征.如果该值较大 ,则

表明关于 x 知之甚少 ,即模糊熵较大 ;如果该值较

小 ,即模糊熵较小 ,则表明能相当精确地知道 x.此

外 ,当μA ( x) 与γA ( x) 的值越来越逼近时 ,模糊熵较

大 ;当μA ( x) =γA ( x) 时 ,直觉模糊熵为最大值 1 .特

别地 ,如果 1 - μA ( x) = 0 ,即犹豫度πA ( x) = 0 ,亦

即模糊熵为 0 ,此时直觉模糊集退化为非模糊集 ,如

图 1所示.

　　由图 1可知 ,在三维空间 AB D 中 , x 的坐标为

(μ,γ,π) , x ∈IFS ( X) 且满足关系μA ( x) +γA ( x) +

πA ( x) = 1 .

　　在三维空间 AB D 中 ,当 x 趋近于π轴时 ,即

πA ( x) →1 ,μA ( x) ,γA ( x) →0 时直觉模糊熵较大 ;

此外 ,在右图中 ,ΔAB D 为等边三角形 ,过 D 点向

A B 线段做垂线交于 M 点 ,则 DM 为等边三角形

A B D 的中垂线 ,当点 A ( x) 移至中垂线 DM 上任意

一点时 ,则有μA ( x) =γA ( x) ,即支持的证据和反对

的证据一样多 ,而对于犹豫指数πA ( x) ,则无从知道

它支持 x还是反对 x ,因此此时直觉模糊熵最大.

　　当三维空间 AB D 投影到二维空间 A B C时 ,则

有 AB D = AB C ( D’) .此时直觉模糊集退化为模糊

集.当二维空间 AB C投影到μ轴时 ,则有 AB D =

AB C ( D’) = CA .此时直觉模糊集退化为非模糊集 ,

即μA ( x ) = [ 0 , 1 ] ,则πA ( x ) = 0 .此时直觉模糊熵

为最小值 0 .

图 1　直觉模糊熵的几何解释
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4　直觉模糊熵的构造
　　根据直觉模糊熵的几何解释 ,提出如下关于直

觉模糊集模糊熵的直观约束条件 :

　　约束 1　当直觉模糊集退化为非模糊集时 ,它

的模糊熵具有最小值 0 .

　　由图 1可知 , IFS集退化为非模糊集 ,即表明 1

- μA ( x) = 0 ,也就是能精确地知道论域U中的任意

元素 x的隶属度.此时模糊熵的值为 0是符合实际

的.

　　约束 2　当 IFS集 A = { [μA ( x) ,1 - μA ( x) |

μA ( x) ∈[0 ,1/ 2 ] , x ∈U} 时 ,直觉模糊集的模糊熵

具有最大值.

　　由图 1可知 ,当μA ( x) =γA ( x) 时 ,支持 x的证

据和反对的证据一样多 ,而对于犹豫指数πA ( x) ,则

无从知道它是支持 x还是反对 x .因此 ,此时 IFS模

糊熵应该达到最大.

　　约束 3　一个 IFS集的模糊熵与它的补集的模

糊熵是相等的.

　　约束 4　直觉模糊集的模糊熵是关于隶属函数

和非隶属函数差值的减函数 , 且随着 | μA ( x) -

γA ( x) | 的增大而减小 ,随着 |μA ( x) -γA ( x) | 的减

小而增大.

　　当直觉模糊集的隶属函数μA ( x) 和非隶属函

数γA ( x) 增加时 ,πA ( x) = 1 - μA ( x) - γA ( x) 将减

小 ,从而对论域 U 中的任意元素 x 的隶属度知道的

更多 ,直觉模糊集模糊熵相应减少 ,反之则增加.另

一方面 ,当隶属函数μA ( x) 和非隶属函数γA ( x) 的

值越相近时 ,肯定与否定的证据越相近 ,不确定性增

加 ,从而直觉模糊集的模糊熵也就越大 ,反之则越

小 ;特别地 ,当 |μA ( x) -γA ( x) | = 0时 ,肯定与否定

的证据各占 50 % ,直觉模糊熵应该达到最大 ,此时

约束 4与约束 2是一致的.

　　根据上述的约束条件并结合 De L uca 和

Termini于 1972年提出的普通模糊集的非概率型熵

表示准则[13 ] ,本文重新对直觉模糊熵进行公理化定

义.

　　定义2　称函数 E : IFSS (U) →[0 ,1 ]为 IFS集

IFSS (U) 的模糊熵.如果它满足如下条件 :

　　条件 1　E( A) = 0 ,当且仅当 A 是非模糊集 ;

　　条件 2　E( A) = 1 , 当且仅当 Π x ∈U , 有
μA ( x) =γA ( x) ;

　　条件 3　E( A) = E( A c) , ΠA ∈IFSS (U) ;

　　条件 4　对于 IFS集 A 和 B ,若 Π x ∈U ,有

min (μA ( x) ,γA ( x) ) +πA ( x)
max (μA ( x) ,γA ( x) ) +πA ( x)

≤

min (μB ( x) ,γB ( x) ) +πB ( x)
max (μB ( x) ,γB ( x) ) +πB ( x)

,

则有 E( A) ≤ E( B) .

　　注 1　条件 4说明当πA ( x) 越大时 ,熵值越大 ,

反之则越小 ;且当μA ( x) 和γA ( x) 值越相近时 ,熵值

越大 ,反之则越小.这与约束条件 4是吻合的.

　　定理 1　设

U = { x1 , x2 , ⋯, x n} ,

A = ∑
n

i = 1
〈μA ( x i ) ,γA ( x i )〉/ x i ,

则 A 的直觉模糊熵为

E( A) =

1
n ∑

n

i = 1

min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )
max (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )

. (1)

　　证明 　条件 1 : E( A) = 0 Ζ 对于 Π x i ∈U ,有

min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i ) = 0 .

若μA ( x i ) <γA ( x i ) ,则

min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i ) =

μA ( x i ) +πA ( x i ) = 0 .

故μA ( x i ) =πA ( x i ) = 0 ,γA ( x i ) = 1 .从而可精确知

道反对证据的程度为 1 .

　　同理 ,当μA ( x i ) >γA ( x i ) 时 ,γA ( x i ) =πA ( x i )

= 0 ,μA ( x i ) = 1 ,从而可精确知道支持证据的程度

也为 1 ,所以 A 非模糊集.

　　条件 2 :

E( A) = 1 Ζ
min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i ) =

max (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i ) Ζ
μA ( x i ) =γA ( x i ) .

即对于 Π x i ∈U ,有μA ( x i ) =γA ( x i ) .

　　由条件 3 : E( A) = E( A c) ,有

μA C ( x i ) =γA ( x i ) ,

γA C ( x i ) =μA ( x i ) ,

1 - μA C ( x i ) = 1 - γA ( x i ) ,

1 - γA C ( x i ) = 1 - μA ( x i ) .

于是有

E( A) =

1
n ∑

n

i = 1

min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )
max (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )

Ζ

1
n ∑

n

i = 1

min (γA C ( x i ) ,μA C ( x i ) ) +πA ( x i )
max (γA C ( x i ) ,μA C ( x i ) ) +μA ( x i )

Ζ

1
n ∑

n

i = 1

min (μA C ( x i ) ,γA C ( x i ) ) +πA ( x i )
max (μA C ( x i ) ,γA C ( x i ) ) +μA ( x i )

Ζ E( A C) .

条件 4是平凡的. □

　　定理 2　设

　　　　U = { x1 , x2 , ⋯, x n} ,

　　　　 A = ∑
n

i = 1

〈μA ( x i ) ,γA ( x i )〉/ x i ,
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则

E( A) ≥ 1
n ∑

n

i = 1

πA ( x i ) . (2)

　　证明 　当μA ( x i ) ≤γA ( x i ) 时 ,有
min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )
max (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )

=

μA ( x i ) +πA ( x i )
γA ( x i ) +πA ( x i )

=
1 - γA ( x i )
1 - μA ( x i )

.

　　由 IFS定义可知

0 ≤μA ( x i ) +γA ( x i ) ≤1 ,

0 ≤γA ( x i ) ≤1 ,0 ≤γA ( x i ) ≤1 ,

于是有 0 ≤1 -μA ( x i ) -γA ( x i ) ≤1 .又因为μA ( x i )

≤γA ( x i ) Ζ 1 - γA ( x i ) ≤1 - μA ( x i ) ,所以
1 - γA ( x i ) ≥

(1 - μA ( x i ) ) (1 - μA ( x i ) - γA ( x i ) ) .

从而可知

1 - γA ( x i )
1 - μA ( x i )

≥1 - μA ( x i ) - γA ( x i ) ≥πA ( x i ) .

同理 ,当μA ( x i ) >γA ( x i ) 时 ,有
min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )
max (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )

=

1 - μA ( x i )
1 - γA ( x i )

≥πA ( x i ) ,

故有

E( A) =

1
n ∑

n

i = 1

min (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )
max (μA ( x i ) ,γA ( x i ) ) +πA ( x i )

≥

1
n ∑

n

i = 1

πA ( x i ) . □

5　算 　　例
　　例 1　设

A 1 = {
1
2

,
1
3

,
1
6 } , A 2 = {

1
2

,
1
2

,0} ,

A 3 = {
1
2

,
1
4

,
1
4 } .

根据式 (1) ,计算可得

E( A 1 ) =

min (μA1
( x) ,γA1

( x) ) +πA1
( x)

max (μA1
( x) ,γA1

( x) ) +πA1
( x)

=

min ( 1
2

,
1
3 ) +

1
6

max ( 1
2

,
1
3 ) +

1
6

=

1
3

+
1
6

1
2

+
1
6

=
3
4

,

E( A 2 ) =

min (μA2
( x) ,γA2

( x) ) +πA2
( x)

max (μA2
( x) ,γA2

( x) ) +πA2
( x)

=

min ( 1
2

,
1
2 ) + 0

max ( 1
2

,
1
2 ) + 0

=

1
2

+ 0

1
2

+ 0
= 1 ,

E( A 3 ) =

min (μA3
( x) ,γA3

( x) ) +πA3
( x)

max (μA3
( x) ,γA3

( x) ) +πA3
( x)

=

min ( 1
2

,
1
4 ) +

1
4

max ( 1
2

,
1
4 ) +

1
4

=

1
4

+
1
4

1
2

+
1
4

=
2
3

,

E( A) =

1
3

{ E( A 1 ) + E( A 2 ) + E( A 3 ) } =

1
3 ( 3

4
+ 1 +

2
3 ) = 0 . 81 .

　　上述结果表明 ,由本文提出的直觉模糊熵的计

算公式得出的模糊信息量确实比文献 [11 ] 所给出

E( A) = ∑
n

i = 1

(1 - (μA ( x i ) +γA ( x i ) ) ) 计算的模糊信

息量多.特别地 ,对于基于直觉指数所表征的中立证

据中支持与反对的程度呈均衡状态的情况 ,即 A 2 =

{ 0 . 5 ,0 . 5 ,0} 时 , E( A 2 ) = 1 ,这也与本文的直观约

束条件 2是一致的.而文献[11 ]对于这种形如[0 . 5 ,

0 . 5 ]的 IFS值的模糊性却无从刻画.更为重要的是 ,

在今后的研究中 ,探讨利用直觉模糊熵所描述的模

糊信息来处理基于 IFS集的模糊推理时 ,可保证推

理过程中信息不丢失 ,从而推导出更加符合人们直

觉的逻辑理论.因此 ,证明了所提出的直觉模糊熵的

构造方法比文献 [11 ] 给出的计算模糊熵的方法更

加正确、合理、有效.

　　例 2　设

A 1 = {
1
2

,
1
3

,
1
6 } , A 2 = {

1
2

,
1
2

,0} ,

A 3 = {
1
2

,
1
4

,
1
4 } .

根据式 (2) ,计算可得

　　　　E( A) ≥ 1
n ∑

n

i = 1

πA ( x i ) =

　　　　 1
3 ( 1

6
+ 0 +

1
4 ) = 0 . 14 .

　　由以上结果可知 ,由式 (2) 计算出的模糊熵的

信息量确实比式 (1) 计算出的信息量小得多 ,从而

说明无论是μA ( x i ) >γA ( x i ) ,或μA ( x i ) <γA ( x i ) ,

总可以利用定理 2中提出的公式计算出直觉模糊熵

的最小值.通过对上述公式的证明和算例分析 ,验证

了所提出的这种隶属度和非隶属度在不同关系下的

一种直觉模糊熵的最小值计算方法是正确、合理的 ,

也更加符合人们的直觉.

6　结 　　语
　　本文针对直觉指数所表征的中立证据中支持与

反对的程度呈均衡状态的假设 ,揭示了影响直觉模
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糊熵大小的 3个相互作用因素之间的内部关系 ,给

出了直觉模糊熵的几何解释.分析了满足直觉模糊

熵的直观约束条件 ,提出了一种直觉模糊熵的公理

化定义 (定理 1) ,揭示了直觉模糊熵最小值计算性

质 (定理 2) .通过算例分析比较 ,验证了本文方法可

有效解决文献[ 11 ]中存在的问题 ,可推导出更加符

合人们直觉的逻辑理论 ,表明该方法是正确、合理、

有效的.
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