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摘　要 : 为了保证布尔模糊系统逼近定义在紧集上任意实值连续函数的逼近精度 , 给出一个估计布尔模糊系统的

输入变量与输出变量各自需要构造的模糊集个数的公式 ,讨论如何设计布尔模糊系统 ,以便实现逼近任给的实值连

续函数到需要的逼近精度.最后通过一个例子展示了如何设计布尔模糊系统来逼近所给的连续函数的具体方法.
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Abstract : A formula is given to compute the minimal upper bounds on the number of fuzzy set s and achieve pre2
specified approximation accuracy for any multivariate continuous function. One example is p rovided to show the way

in which Boolean fuzzy systems are designed to approximate given functions with a given required approximation

accuracy.
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1　引　　言
　　目前关于模糊系统逼近性的研究已经取得了

很大的成就.一般模糊系统由模糊化、模糊规则、模

糊推理以及解模糊化 4 部分组成.如果采用单点模

糊化、中心平均解模糊化或最大值解模糊化 ,则模糊

规则形式如下 :

　　( SISO)

R j : If x is A j ,

Then y is B j , j = 1 ,2 , ⋯, m ;

　　(MISO)

　　　R j : If x1 is A 1
j and x2 is A 2

j and

　　　 　　　 ⋯and x n is A n
j ,

　　　　　 Then y is B j , j = 1 ,2 , ⋯, m.

这里 : x i ( x) 是输入变量 , i = 1 ,2 , ⋯, n; A i
j ( A j ) 是

输入模糊集 , i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, m ; y 是输

出变量 ; B j 是输出模糊集 , j = 1 ,2 , ⋯, m ; m是模糊

规则数.而每个模糊规则 R j 可视作一个蕴涵 A j =

A 1
j ×A 2

j ×⋯×A n
j →B j ,进而对一个模糊输入 A′,

可选用的推理方法有以下几种 :

B′1 = ∧
m

i = 1
A′. ( A i →B i ) , (1)

B′2 = A′. ∧
m

i = 1

( A i →B i ) , (2)

B′3 = ∨
m

i = 1
A′. ( A i →B i ) , (3)

B′4 = A′. ∨
m

i = 1

( A i →B i ) , (4)

其中 . 是模糊合成算子. 这恰好是对 Zadeh 的

max2 3 合成的推广 (这里 3 是 t2模) . 如果设输入

为 x = x0 ,则上述式 (1) 和 (2) 的结果相同 ,式 (3) 和

(4) 的结果相同. 常见的模糊系统有 : Mamdani 系

统、Takagi2Sugeno 系统和布尔模糊系统.它们之间

的主要区别在于推理过程中所选用的蕴涵算子不

同. Mamdani系统和 Takagi2Sugeno 系统选 t2模为
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蕴涵算子 , 例如取小和乘积算子 , 而在布尔模糊系

统中则选用多值蕴涵算子 (包括 R2implication ,

S2implication和 QL2implication) . 对于布尔模糊系

统 ,只能采用推理方法 (1) 和 (2) ,若进一步采用单

点模糊化、最大值解模糊化 (MOA) ,则能得到函数

y = G( x) ,本文将其称为布尔模糊系统的系统函

数.对布尔模糊系统的更多讨论可参见文献 [1 ,2 ].

布尔模糊系统与其他的模糊系统相比 ,具有更好的

控制能力[325 ] .此外 ,基于多值蕴涵的模糊逻辑是经

典逻辑的推广[6 ,7 ] ,而且具有严格的逻辑基础[6 ] ,已

在专家系统中得到广泛的应用[325 ] .

　　自李等人[1 ,2 ] 证明了布尔模糊系统具有泛逼近

性以来 , 关于布尔模糊系统的理论研究却没有进一

步深入 ,比如模糊系统逼近的充分条件 ,即给出一个

定义在紧集上实值连续函数 ,为达到所需的逼近精

度 ,应对输入变量和输出变量构建多少个隶属函数.

为此本文将重点讨论布尔模糊系统逼近的充分条

件.

2　预备知识
　　本文将无穷范数定义为

‖f ( x) ‖∞ = sup
x∈U

| f ( x) | ,

这里紧集 U Α Rn .

　　定义 1[8 ] 　紧集U Α R上的模糊集 A 的支撑集

定义为 supp A = { x | A ( x) > 0} .

　　定义 2[8 ] 　紧集U Α R上的模糊集 A 的核定义

为 ker A = { x | A ( x) = 1} .

　　定义 3[9 ] 　若 ker A ≠ Á ,则称紧集 U Α R上

的模糊集 A 是正规的.

　　定义 4[9 ] 　若 x0 是 ker A的中心 ,则称 x0 是 A

的中心.

　　定义 5[9 ] 　称正规模糊集族 A i是相重的 ,如果

ci - 1 ≤inf ( supp A i ) ≤sup (supp A i- 1 ) ≤ci ,这里 ci

是 A i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 的中心.

　　显然 ,若 A i 为 U Α R上相重的隶属函数 ,则对

所有的 i ≠j均有 A i ( cj ) = 0 ,且对任意的 x ∈U ,最

多有 2个相邻的隶属函数非零 ,且存在 j ∈{ 1 ,2 ,

⋯, n - 1} 使得 cj ≤ x ≤cj +1 .

　　设[0 ,1 ]n上的多项式 P ( x) 的像集为[ c , d ] ,对

于输出变量 y ,其上的模糊集对应的中心为 ci ( i =

1 , 2 , ⋯, n) ,且假设 c1 < c2 < ⋯< cn .对于输出变量

y ,定义模糊划分的距离 Dk = ck - ck- 1 .其中 :c0 = c ,

cn+1 = d , k = 1 ,2 , ⋯, n + 1 .并定义模糊划分的最大

距离为 Dmax = maxk D k .

　　定义 6[10 ] 　模糊划分称为等度划分 ,若 Dk =

( d - c) / ( n + 1) , k = 1 ,2 , ⋯, n + 1 .

　　易证对于输出变量 y 的任意模糊划分 ,均有

Dmax ≤ ( d - c) / ( n + 1) 成立 ,当且仅当划分为等度

划分时 , Dmax = ( d - c) / ( n + 1) 成立.

　　对于每个输入变量 x i , i = 1 ,2 , ⋯, n ,设其上的

模糊集对应的中心为 c′iki
,且 0 ≤c′i1 i

< c′i2 i
< ⋯ <

c′ini
≤1 .定义模糊划分为 D i

k i
= ci

k i
- ci

ki - 1 .其中 :c′i0 i

= 0 , c′ini +1 = 1 , ki = 1 ,2 , ⋯, ni + 1 .并定义模糊划分

的最大距离为 D i
max = maxk i

D i
ki

.

　　易证对于输入变量 x i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 的任意模

糊划分 ,均有 D i
max ≤1/ ( ni + 1) ,当且仅当划分为等

度划分时 , D i
max = 1/ ( ni + 1) .

3　布尔模糊系统逼近的充分条件
　　命题 1　设布尔模糊系统的输出变量有 n0 相

重的等度划分 ,对于每个输入变量都有 n′i 相重的等

度划分 ,则对任意的多项式 P( x) ∈ [0 ,1 ] n , Πε >

0 ,只要 n0 >
d - c
ε - 1

, n′i >
n
ε‖

5 P
5 x i
‖∞ - 1 ,则存在布

尔系统 y = G( x) ,使得 ‖G( x) - f ( x) ‖∞ <ε成

立.

　　证明 　Π x ∈[0 ,1 ]n ,能构造布尔模糊系统 y

= G( x) . 首先构造一族正规模糊集 { B k } , 使得

∑
n

k = 1

B k ( y) = 1 ,且它们各自的中心为 ck .因为输出变

量对应的隶属函数为相重的等度划分 ,故 ck+1 - ck

= ( d - c) / ( n0 + 1) .

　　借用文献[1 ,2 ]中的思想 ,令

U1 =

P- 1 ( [ c1 , c1 +λ( d - c) / ( n0 + 1) ]) ⋯U k =

P- 1 ( ck - λ( d - c) / ( n0 + 1) , ck +

λ( d - c) / ( n0 + 1) ) ,

U n0 +1 =

P- 1 ( cn0 +1 - λ( d - c) / ( n0 + 1) , cn0 +1 ) ,

这里λ∈[1/ 4 ,1/ 2 ] ,则{ U1 ,U2 , ⋯,U n0 +1 } 就是[0 ,

1 ] n的一个开覆盖.令∏
n

j = 1
[ c′ik j

, c′ik j +1 ]最多与 2个相交

的{ U k } 有交集 ,这样就能构造出一族正规模糊集

{ A i
ki

} ,其中心为 c′iki
.因为输入变量对应[0 ,1 ] n 上的

隶属函数为相重的等度划分 ,故有 ci
ki

- ci
ki - 1 = 1/ ( ni

+ 1) ,进而模糊规则设计为

R i1 i2 ⋯in
: If x1 is A 1

i1 and x2 is A 2
i2 and

　⋯and x n is A n
in

,

Then y is Ci1 i2 ⋯in
,

其中 Ci1 i2 ⋯in
被选为 B k ,若 ϖ k使得 ( c′1i1 , c′2i2 , ⋯, c′nin

)

∈U k .于是便构造出了布尔模糊系统 y = G( x) .

Π x ∈[0 ,1 ] n存在∏
n

j = 1

[ c′ik j
, c′ik j +1 ] ,使得 x ∈∏

n

j = 1

[ c′ik j
,
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c′ik j +1 ].易知对于任意 c′i = ( c′1i1 , c′2i2 , ⋯, c′nin
) ,只有

规则 R i1 i2 ⋯in
起作用 ,且 G( c′i ) = ck成立.而 P( x) 在

[0 ,1 ] n 上连续 ,故存在 x′= ( x′1 , x′2 , ⋯, x′n ) ,使得

P( x′) = ck ,于是 x′∈∏
n

j = 1
[ c′ik j

, c′ik j +1 ].由 Taylor 展

式得 P( x) = P( x′) + r1 ( x) . 其中 r1 ( x) 为

Lagrange余项 ,即 r1 ( x) =
5 P
5 x | x =η

( x - x′) .η位于

覆盖 x和 x′的最小超球内 ,且 5 P/ 5 x是 P的雅可比

行列式.

　　| G( x) - P( x) | = | G( x) - ck - r1 ( x) | <

| G( x) - ck | +| r1 ( x) | ,令 | G( x) - ck | <ε/ 2 ,

| r1 ( x) | <ε/ 2 .因为 | G( x) - ck | < | ck+1 - ck | / 2

<ε/ 2 ,故 n0 > ( d - c) /ε- 1 .又因为

r1 ( x) =
5 P
5 x | x =η

( x - x′) ≤

∑
n

i = 1
‖5 P/ 5 x‖∞/ ( n′i + 1) <ε/ 2 ,

进一步设 ‖5 P/ 5 x‖∞/ ( n′i + 1) <ε/ 2 n ,就会得到

n′i > ( n/ε) ‖5 P/ 5 x i ‖∞ - 1 .于是

‖G( x) - f ( x) ‖∞ <ε/ 2 +ε/ 2 =ε. □

　　引理 1[11 ] 　对于任意给定的紧集 U 上的连续

函数 f ( x) , 存在多项式 P( x) 使得 ‖P( x) -

f ( x) ‖∞ <ε.

　　定理 1　设布尔模糊系统的输出变量都有 n0

相重的等度划分 ,每个输入变量都有 n′i 相重的等度

划分 ,则对任意的实值连续函数 f ( x) ∈[0 ,1 ] n , Πε
>ε1 > 0 ,且 ‖P( x) - f ( x) ‖∞ <ε1 ,只要 n0 > ( d

- c) / (ε-ε1 ) - 1 , n′i > n/ (ε-ε1 ) ‖5 P/ 5 x i ‖∞ - 1 ,

则一定存在布尔模糊系统 y = G( x) ,使得 ‖G( x) -

f ( x) ‖∞ <ε成立.

　　证明 　由引理 1知 ,必存在多项式函数 P( x)

使得 ‖P( x) - f ( x) ‖∞ <ε1 成立.又由命题 1 ,也

存在布尔模糊系统使得 ‖P( x) - G( x) ‖∞ <ε-ε1

成立.若 n0 > ( d - c) / (ε-ε1 ) - 1 ,则意味着 ‖f ( x)

- G( x) ‖∞ < ‖f ( x) - P( x) ‖∞ + ‖G( x) -

P( x) ‖∞ <ε成立.类似地有

n′i >
n
ε -ε1
‖5 P/ 5 x i ‖∞ - 1 . □

4　例 　　子
　　设计布尔模糊系统逼近函数 f ( x) = sin x ( x

∈[ - 3 ,3 ]) 的误差为ε= 0 . 2 .

　　由定理 1知 ,输出论域划分为 10部分.进一步

构造隶属函数为 B1 , B2 , ⋯, B11 ,若隶属函数选为三

角型 ,则模糊集如图 1所示.

　　又 ‖d f / d x‖∞ = 1 ,有 n′> 29 ,于是输入论域

划分为 30部分.进一步构造隶属函数为 A 1 , A 2 , ⋯,

图 1　在输出论域上建立的模糊集

图 2　在输入论域上建立的模糊集

A 31 ,相应的模糊集如图 2所示.

　　在命题 1的证明中 ,本文选取 Ci1 i2 ⋯in
为 B k ,若

ϖ k使得 ( c′ii1 , c′ii2 , ⋯, c′nin
) ∈U k ,便可找到构造模糊

规则后件隶属函数的方法 ,找出 k使得 ( c′1i1 , c′2i2 , ⋯,

c′nin
) ∈U k ,此时就可以将 k作为 B k 的下标.

　　模糊规则如表 1所示 :

表 1　模糊规则库

i k i k i k i k

1 5 9 1 17 7 25 11

2 4 10 1 18 8 26 10

3 3 11 2 19 8 27 9

4 2 12 2 20 10 28 9

5 2 13 3 21 10 29 8

6 1 14 4 22 11 30 7

7 1 15 5 23 11 31 6

8 1 16 6 24 11

　　表 1 中 1 ,2 , ⋯代表隶属函数的下标. 选用

R2implication为蕴涵算子 ,则模糊规则可约减变为

　　　R1 : If x is A 5 , Then y is B1 ;

　　　R2 : If x is A 4 or A 6 , Then y is B2 ;

　　　R3 : If x is A 3 or A 7 , Then y is B3 ;

　　　R4 : If x is A 2 or A 8 , Then y is B4 ;

　　　R5 : If x is A 1 or A 9 , Then y is B5 ;

　　　R6 : If x is A 10 or A 20 , Then y is B6 ;

　　　R7 : If x is A 11 or A 19 , Then y is B7 ;

　　　R8 : If x is A 12 or A 18 , Then y is B8 ;
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　　　R9 : If x is A 13 or A 17 , Then y is B9 ;

　　　R10 : If x is A 14 or A 16 , Then y is B10 .

　　系统函数 y = G( x) 和待逼近函数 y = f ( x) 的

比较如图 3所示.

图 3　系统函数与待逼近函数的比较

5　结 　　语
　　本文重点讨论了布尔模糊系统逼近的充分条

件 ,并在此基础上给出了一个计算逼近给定函数到

指定误差时所需要的模糊集个数的最小上界公式.

最后以一个例子说明了设计布尔模糊系统的方法.
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