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图像矩阵降维压缩的一种新方法
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摘　要 : 由于矩阵的 SVD分解方法反映了图像的内在属性和本质特征 ,在图像处理中得到了广泛应用.但在矩阵降

维压缩过程中对奇异值的最小数目还没有定量的确定方法 ,这给 SVD在图像特征提取中的应用带来很大困难.为

此 ,在研究确定奇异值可压缩到最小数目的基础上 ,提出一个奇异值压缩的降秩准则 ,并给出了具体的证明过程和计

算方法.计算机仿真研究验证了所提出计算方法的正确性.
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A new method of image matrix reducing dimension and compress

W A N G J i an2hui1 , CU I L i an2y an1 ,2 , GU S hu2shen g1

(1. College of Information Science and Engineering , Northeastern University , Shenyang 110004 , China ; 2. College of

Information , Liaoning Institute of Technology ,J inzhou 121001 , China. Correspondent : WAN G Jian2hui , E2mail :

wangjianhui @ise. nen. edn. cn)

Abstract : The method of the singular value decomposition ( SVD) of matrixes reflect s the inwardness and essence

character of the images , so it has wide application in the image processing. However , there is no a quantitative

calculational standard to get the minimum quantity of the singular value in image matrix reducing dimension and

compress , which brings much trouble to the application of SVD in the extraction of image characters. Therefore , it is

researched that the singular value can be compressed to minimum , based on which , a rule of reducing dimension is

proposed , and a specific proof procedure and calculation are given also . Computer simulation shows the effectiveness

of calculation method.
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1　引　　言
　　Hong 等人于 1991 年提出了基于奇异值分解
(SVD)的人脸识别方法[123 ] ,按照奇异值分解原理 ,

将图像矩阵分解成奇异值矩阵和左右标架矩阵 ,提

取奇异值作为图像识别的特征量 ,从而对图像进行

分析和处理.由于该方法提取的是图像的代数特征 ,

反映了图像的内在属性和本质特征 ,具有对图像噪

音、光照条件等影响不敏感的优点 ,在人脸图像处理

中得到了广泛的应用[427 ] .但是 ,用该方法进行奇异

值向量压缩时 ,没有一个定量的奇异值选择范围 ,往

往凭经验和实验效果来确定奇异值向量的长度 ,这

给该方法的使用造成了诸多不便[7 ,8 ] .

　　在图像的质量评价中 ,常用的评价函数有

RMSE ,SN R和 PSN R ,其中应用最广泛的是图像的

信噪比 SNR.定义如下[ 9 ] :

　　设 f ( x , y) 是原始图像 , g ( x , y) 是经过压缩后

的重建的近似图像. 对于任意的 x , y , f ( x , y) 和

g ( x , y) ,信噪比定义为

SNR =
∑
m

x = 1
∑

l

y = 1
f 2 ( x , y)

∑
m

x = 1
∑

l

y = 1
[ g ( x , y) - f ( x , y) ]2

. (1)

　　图像的信噪比反映了压缩之后图像灰度误差

的大小 ,可作为图像保真度的客观约束.本文根据图

像保真度的准则 ,提出了一个奇异值压缩的降秩准

则 ,并给出了具体的计算方法.

2　图像矩阵的降秩准则
　　设 A为原始m ×l图像矩阵 , B为降秩后的同阶

图像矩阵.

　　准则 1　若要满足图像保真度的要求 ,则降秩



第 12 期 王建辉等 :图像矩阵降维压缩的一种新方法 　 　 　

矩阵 B 应满足如下准则 :

∑
m

i = 1
∑

l

j = 1
a2

i , j

∑
m

i = 1
∑

l

j = 1
( ∑

r

k = p+1

Y 3
i , kσk U k , j )

2
≤SNRM , p ≤ r. (2)

式中 : ai , j是矩阵 A 的元素 , Y 3 是左标架矩阵的元 ,σ

是奇异值 ,U 是右标架矩阵的元 , SN RM 是图像保真

度要求的信噪比 , p是压缩后的奇异值个数 , r是原

图像的非零奇异值个数.

　　证明 　根据奇异值分解定理 ,图像矩阵 A可表

示为

A = Y 3ΣU . (3)

其中 : Y 3 是 m ×m阶的左标架矩阵 ,U是 l ×l阶的

右标架矩阵 ,Σ是 m ×l阶奇异值矩阵.

Σ =
σr×r 0

0 0
,σ=

σ1

σ2

ω
σr

,

式中σ1 ,σ2 , ⋯,σr 是 r个非零奇异值.

　　因为 B是 A 降秩后的图像矩阵 ,与 A具有相同

的标架矩阵 ,故 B 也可表示为

B = Y 3Σ′U ,Σ′=
σ′p×p 0

0 0
.

其中

σ′=

σ1

σ2

ω
σp

, p ≤ r.

依照图像保真度的客观准则 ,有

SNR =
∑
m

i = 1
∑

l

j = 1
a2

i , j

∑
m

i = 1
∑

l

j = 1
[ ai , j - bi , j ]2

. (4)

由于

A - B = Y 3ΣU - Y 3Σ′U =

Y 3 (Σ - Σ′) U =

Y 3
11 ⋯ Y 3

1 m

… ω …
Y 3

m1 ⋯ Y 3
mm

σ 0

0 0
-

σ′ 0

0 0

U11 ⋯ U1 l

… ω …
U l1 ⋯ U ll

=

Y 3
11 ⋯ Y 3

1 m

… ω …
Y 3

m1 ⋯ Y 3
mm

×

0 0

ω
σp+1

ω
σr

ω
0 0

U11 ⋯ U1 l

… ω …
U l1 ⋯ U ll

=

∑
r

k = p+1
Y 3

1 kσk U k1 ⋯ ∑
r

k = p+1
Y 3

1 kσk U kl

… ω …

∑
r

k = p+1
Y 3

mkσk U k1 ⋯ ∑
r

k = p+1
Y 3

mkσk U kl

.

即

ai , j - bi , j = ∑
r

k = p+1
Y 3

i , kσk U k , j . (5)

　　将式 (5) 代入准则表达式 (4) 即可得到

∑
m

i = 1
∑

l

j = 1
a2

i , j

∑
m

i = 1
∑

l

j = 1
( ∑

r

k = p+1
Y 3

i , kσk U k , j )
2
≤SN RM , p ≤ r. □

　　从上面的证明过程可以看出 ,图像矩阵的特征

是由其线性无关的奇异值的组合所反映的 ,亦即奇

异值的个数就是图像矩阵的秩.通过压缩奇异值的

个数来对图像矩阵降秩势必造成图像信息的丢失 ,

因此图像的降秩即奇异值个数的压缩必须有个约

束 ,这个约束就是图像的保真准则.

　　根据上面的证明 ,可以总结出压缩奇异值个数

的算法如下 :

　　1) 根据保真度的要求确定 SNRM .

　　2) 寻找符合保真度要求的奇异值个数 p ,方法

如下 :选择适当的 p代入式 (2) ;若满足 ,则 p = p -

1 ,再代入式 (2) 计算 ,如此循环 ,直至不满足式 (2) ,

转入步骤 3) ;若不满足 ,则 p = p + 1 ,再代入式 (2)

计算 ,如此循环 ,直至满足式 (2) ,转入步骤 3) .

　　3) 此时的 p即为要寻找的奇异值个数.

3　仿真研究
　　本文利用 ORL 国际标准人脸数据库进行仿真

实验.该库有 40组 40个人的照片 ,每组有 10张不同

角度、不同姿态的照片.

　　仿真研究过程如下 :首先选 ORL 库中编号为

S4021的图像为研究对象 ,该图为 112×92的pgm图

像 ,奇异值的个数为 92.根据 GB50198294对民用图

像传输的要求 , SN RM 应大于等于 35 dB ,据此可利

用式 (2) 计算出奇异值个数 p = 42 .取不同的 p值重

建该图像 ,如图 1所示.绘制奇异值个数与 SNRM 倒

数的曲线 ,如图 2所示.
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图 1　原始图像与选不同 p值重建的图像比较

图 2　奇异值个数与 1/ SNRM 的关系曲线

　　由图 1可以看出 , p = 1时图像不可用 ;选 p =

5时 ,图像严重失真 ;选 p = 20时 ,图像略有失真 ;选

p = 42时 ,图像已看不出失真 ;选 p = 70时 ,已与原

始图像看不出区别.图 2 反映了奇异值个数与图像

保真度之间的关系.从图 2的曲线看 ,所选出的 p =

42点的 SNRM 值比较大 ,保证了图像的保真度. 以

上实验从主客观两个方面表明 ,用式 (2) 选出的奇

异值个数是合理的.

　　在此基础上对全库 400张图片按组内和组外逐

一进行计算和比照 ,并绘制了 p21/ SN RM 曲线 ,其中

的典型曲线如图 3所示.由图 3 可以找出在满足保

真度前提下的奇异值个数 ,如表 1和表 2所示.

表 1　根据准则选出的同一人不同照片的奇异值个数

图像编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 最大

奇异值 1 42 32 42 34 33 41 44 37 39 38 44

表 2　根据准则选出的不同组别图像的奇异值个数

图像编号 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 最大

奇异值 1 42 56 42 42 42 50 51 35 49 51 56

　　通过以上实验可以看出 :

　　1) 两组的 p21/ SNRM 曲线相似 ,曲线可分为 3

段 : p > 60段 ,曲线平直 ,噪声很小 ,奇异值个数变化

图 3　组内组外的 p21/ SNRM 曲线

对曲线几乎没有影响 ;30 < p < 50段是小斜率线性

变化段 ,奇异值的个数变化对曲线虽有影响 ,但各图

像的曲线重叠 ,差异不大 ; p < 30段 ,曲线开始剧烈

变化 ,并出现分支 ,显现个体差异 ,说明奇异值个数

的选取不能进入该段.因此 ,奇异值个数的选取的下

限位置应在中间段.

　　2) 表 1 和表 2 列出了按准则选取的奇异值个

数 ,在同一组内差别小一些 ,在组间差别大一些.对

于一个图像样本库 ,要使每个图像的奇异值都满足

图像保真度的要求 ,则应选择奇异值数目为全库中

最大的一个 (如图 1 和图 2 中的图像集 ,应选 p =

56) .

4　结 　　语
　　本文从图像保真度要求的角度研究了奇异值压

缩的约束问题 ,给出了保证图像不失真情况下的压

缩极限.仿真研究验证了奇异值压缩准则的正确性.
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