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摘　要 : 研究了基于风险价值约束的动态均值2方差项目投资组合的数学模型 ,该模型是控制带约束的随机线性二

次型 (LQ)控制问题.在讨论该随机 LQ控制问题的解之后 ,给出投资组合动态数学模型对应的随机哈密顿2雅克比2
贝尔曼方程的解 ,得出了有效边界和最佳策略 ,讨论了风险价值约束的影响.最后 ,针对某油田勘探开发项目的实际

情况 ,应用上述结论求出该实例的解 ,并讨论了风险价值约束发挥的作用.
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Abstract : Dynamic mean2variance portfolio selection under a value2at2risk (VaR) const raint is concerned. The model

is formulated as a stochastic linear2quadratic (LQ) control problem. After solving the stochastic LQ control problem ,

the solution of the corresponding Hamilton2Jacobi2Bellman equation of the problem is demonst rated. The efficient

f rontier and optimal st rategies of the mean2variance problem are also provided. In addition , the effect of VaR

const raint is discussed. Finally , an example of portfolio about oilfield exploitation and development is presented. The

result of the problem is obtained by using the above method. The role of VaR const raint is illust rated.
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1　引　　言
　　现代投资组合理论由 Markowitz于 1952 年首

次提出[1 ] ,他对充满风险的证券市场的最佳投资问

题进行了研究.其核心思想是证券的组合投资是为

了实现风险一定情况下的收益最大化或收益一定情

况下的风险最小化 ,具有降低证券投资活动风险的

机制 ,这就是均值2方差分析方法.但是动态的投资

才能更好地反映实际的情况 ,因此均值2方差的分析
很快地应用于多阶段投资组合的问题研究中[226 ] ,这

些研究成果体现了市场的动态特性.另一方面 ,自从

Merton[7 ,8 ]关于连续时间最优投资消费和投资策略

发表以来 ,人们开始运用随机最优控制和随机分析

的方法研究连续时间投资市场 ,于是关于连续时间

的均值2方差理论的研究[9211 ]便应运而生.

　　金融市场规模的不断扩大和金融市场风波导致

的巨大损失引起了金融机构的监管层 ,尤其是银行

的监管层开始重视研究有效的风险管理 ,为此引入

了风险价值 (VaR)来评估金融风险.随后 VaR得到

广泛运用 ,并在金融风险管理领域成为不可抗拒的

趋势.文献 [ 12216 ]研究了 VaR在金融监管的具体

作用和用途 ,文献 [ 15219 ]研究了 VaR 约束下的投

资组合问题 ,体现了 VaR约束对投资组合中的风险

抑制作用.

　　以上的大多数文献仅研究了动态均值2方差理
论或者仅考虑了静态投资在 VaR约束下的影响 ,因

此本文在连续时间均值2方差的基础上加入了终端
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时刻的 VaR约束 ,建立了基于 VaR约束的动态投

资优模型.在讨论该模型的解之后 ,考察了此 VaR

约束对动态均值2方差数学模型的最佳策略和有效
边界的影响.最后给出了某油田勘探开发规划的实

例.

2　Va R约束
　　VaR表示“处于风险中的价值”,是指在市场正

常波动下 ,某一金融资产和证券组合的最大损失 ,更

为确切的是指在一定概率水平下 (置信度) ,某一金

融资产和证券组合在未来特定的一段时间内的最大

可能损失 ,表示为

Prob (ΔP ≥VaR) = 1 - c. (1)

其中 :ΔP是投资组合在持有期Δt内的损失 ;VaR为

置信水平 c下处于风险中的价值 , VaR收益或损失

一般取为正数.

　　这里仅考虑ΔT内的损失变化 ,定义为

ΔP = x0 e∫
T
0 r( s) ds

- x ( T) ,

那么代入式 (1) 可得

VaR = Var [ x ( T) ]Φ- 1 ( c) -

E[ x ( T) ] + e∫
T
0 r( s) ds

x 0 . (2)

其中 :Φ- 1 ( c) 表示高斯分布反函数 , r( s) 表示无风险

资产的升值率 (例如银行利率) .如果给定一个 VaR

的上限 VaRUB ,那么有

Var[ x ( T) ]Φ- 1 ( c) - E[ x ( T) ] +

x0 e∫
T
0 r( s) ds
≤VaRUB . (3)

3　基于 Va R约束的动态投资优化组合的

数学模型
　　假设有 n + 1项投资项目 ,其中一项是无风险的

投资 ,资产过程为 S0 ( t) 满足如下一般微分方程 :

dS0 ( t) = S0 ( t) r( t) d t , t ∈[0 , T ] ,

S0 (0) = s0 > 0 .
(4)

剩余的 n项是有风险的投资 ,资产过程为 S1 ( t) , ⋯,

S n ( t) 满足如下随机微分方程 :

dS i ( t) = S i ( t) { bi ( t) d t + ∑
n

j = 1

σij ( t) dW j ( t) } ,

S i (0) = si > 0 , i = 1 , ⋯, n.

(5)

其中 :bi ( t) 和 r( t) ( bi ( t) > r( t) ) 为升值率 ,σij ( t) 为

波动率 , W ( t) = (W 1 ( t) , ⋯, W n ( t) ) T是 n维标准维

纳过程.

　　假设初始总财富为 x0 ,在时刻 t ( t ∈[0 , T ]) ,

第 i个项目上的财富为 S i ( t) ,则有

x ( t) = ∑
n

i = 0
S i ( t) . (6)

　　考虑到动态的变化过程 ,可以写出如下随机微

分方程 :

d x ( t) =

{ r( t) x ( t) + ∑
n

i = 1
[ bi ( t) - r( t) ] ui ( t) } d t +

∑
n

j = 1
∑

n

i = 1

σij ( t) ui ( t) dW j ( t) . (7)

这里令 ui ( t) = S i ( t) ,并且没有考虑其他的耗费.

　　按照动态均值 2方差投资理论[20 ] ,投资策略应

当使得在最终财富的数学期望 E ( x ( T) ) = d的情

况下风险最小 ,即使方差

Var [ x ( T) ] =

E{ x ( T) - E[ x ( T) ]} 2 = E[ x ( T) - d) ]2

最小.于是可得到基于 VaR约束的动态投资优化组

合的数学模型为

min Var [ x ( T) ] = E[ x ( T) - d ]2 ,

s. t . E[ x ( T) ] = d ,

　　x ( t) , ui ( t) 满足式 (7) ,

　　ui ( t) ≥0 , i = 1 , ⋯, n ,

　　 Var [ x ( T) ]Φ- 1 ( c) - E[ x ( T) ] +

　　x0 e∫
T
0 r( s) ds
≤VaRUB . (8)

　　注 1　1) 在一般连续时间投资市场上 ,当投资

份额出现负值时 ( ui ( t) < 0) ,便是投资者买空卖空

的表现 ,这在一些较发达的投资市场是允许的 ,但其

存在会使市场的混乱加剧 ,许多投资市场是不允许

的[21 ] ,因此始终要求 ui ( t) ≥0 . 2) 一般假设 d ≥

x0 e∫
T
0 r( s) ds

,即期望获得的最终财富要大于或等于初

始财富 x0 不投资在有风险资产上而仅投资在无风

险资产上所获得的最终财富.

　　引入 Lagrange乘子μ,问题 (8) 可以转化为

min E{ [ x ( T) - d ]2 + 2μ{ E[ x ( T) ] - d} } ,

s. t . x ( t) , ui ( t) 满足式 (7) ;

　　ui ( t) ≥0 , i = 1 , ⋯, n ,

　　 Var[ x ( T) ]Φ- 1 ( c) - E[ x ( T) ] +

　　x0 e∫
T
0 r( s) ds
≤VaRUB . (9)

进一步可得如下模型 :

　　　　min 1
2

E[ x ( T) - ( d - μ) ]2 ,

　　　　s. t . x ( t) , ui ( t) 满足式 (7) ;

　　　　　　ui ( t) ≥0 , i = 1 , ⋯, n ,

　　　　　　 Var [ x ( T) ]Φ- 1 ( c) - E[ x ( T) ] +

　　　　　　x0 e∫
T
0 r( s) ds
≤VaRUB . (10)

4　模型的求解
　　应用随机线性二次型 (LQ) 控制理论来求解式

(10) . VaR约束只考虑终态时刻 T ,而没有考虑中间
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状态 ,因此在处理时 ,可先不加入 VaR约束 ,最后再

考虑它对有效边界的影响.

　　一般的随机 L Q问题描述如下 :

d x ( t) =

[ A ( t) x ( t) + B ( t) u( t) + f ( t) ]d t +

∑
n

j = 1
D j ( t) u( t) dW j ( t) , t ∈[ s , T ] ;

x ( s) = y ∈R.

(11)

其中 :A ( t) ∈R , f ( t) ∈R , B T ( t) ∈Rn
+ ( Rn的非负

子空间) , DT
j ( t) ∈Rn , uT ( t) ∈Rn

+ .目标是寻找一个

u(·) ,使得二次 (最终) 值函数最小 ,即

J ( s , y ; u(·) ) = E[
1
2

x ( T) 2 ] . (12)

那么关于随机L Q问题 (11) 和 (12) 的值函数可定义

为

V ( s , y) = inf
u(·) ∈U[ s , T]

J ( s , y ; u(·) ) . (13)

　　系统 (11) ～ (13) 的随机 HJB方程为[9 ]

V t ( t , x) + inf
u(·) ≥0{ V x ( t , x) [ A ( t) x ( t) +

B ( t) u( t) + f ( t) ] +

1
2

V xx ( t , x) uT ( t) DT ( t) D ( t) u( t) } = 0 ,

V ( T , x) =
1
2

x ( T) 2 . (14)

其中 DT ( t) = ( D1 ( t) ⋯DT
n ( t) ) .

　　令 �z ( t) 是如下最优化问题的解 :

min
z ( t) ∈[0 , +∞) n

1
2
‖( DT ( t) - 1 z ( t) +

( DT ( t) ) - 1 B T ( t) ‖2 . (15)

其中 ‖M‖ = ∑m2
ij , M = ( m ij ) 是一向量或矩

阵.令

ξ
-

( t) = ( DT ( t) ) - 1 �z ( t) + ( DT ( t) ) - 1 B T ( t) ,

(16)

可以得出如下结论[9 ] :

　　V ( t , x) =

　　

1
2

P1 ( t) x2 + g1 ( t) x + c1 ( t) ,

x + e
-∫Tt A ( s) d ( s)

∫
T

t
f ( z) e∫

T
z A ( s) ds

d z ≤0 ;

1
2

P2 ( t) x2 + g2 ( t) x + c2 ( t) ,

x + e
-∫Tt A ( s) ds

∫
T

t
f ( z) e∫

T
z A ( s) ds

d z > 0 .

(17)

其中 P1 ( t) , g1 ( t) , c1 ( t) , p2 ( t) , g2 ( t) , c2 ( t) 分别满

足如下方程 :

ÛP1 ( t) = [ - 2 A ( t) + ‖ξ
-

( t) ‖2 ] P1 ( t) ,

P1 ( T) = 1 , P1 ( t) > 0 ;

Ûg1 ( t) = [ - A ( t) + ‖ξ
-

( t) ‖2 ] g1 ( t) -

　　　　f ( t) P1 ( t) ,

g1 ( T) = 0 , g1 ( t) > 0 ;

Ûc1 ( t) = - f ( t) g1 ( t) +

　　　 1
2
‖ξ

-
( t) ‖2 P1 ( t) - 1 g1 ( t) 2 ,

c1 ( T) = 0 , c1 ( t) > 0 ;

ÛP2 ( t) = - 2 A ( t) P2 ( t) ,

P2 ( T) = 1 , P2 ( t) > 0 ;

Ûg2 ( t) = - A ( t) g2 ( t) - f ( t) P2 ( t) ,

g2 ( T) = 0 , g2 ( t) > 0 ;

Ûc2 ( t) = - f ( t) g2 ( t) ,

c2 ( T) = 0 , c2 ( t) > 0 .

得到最优 u3 ( t , x) ,且
u3 ( t , x) =

- D - 1 ( t)ξ
-

( t) ( x + e
-∫Tt A ( s) ds

∫
T

t
f ( z) e∫

T
z A ( s) ds

d z) ,

　x + e
-∫Tt A ( s) ds

∫
T

t
f ( z) e∫

T
z A ( s) ds

d z ≤0 ;

0 , x + e
-∫Tt A ( s) ds

∫
T

t
f ( z) e∫

T
z A ( s) ds

d z > 0 .

(18)

5　基于 Va R约束的有效边界和最佳策略
　　考虑问题 (10) ,仍先不考虑 VaR约束 ,令 X ( t)

= x ( t) - ( d - μ) ,那么问题 (10) 可转化为

　　　min 1
2

E[ X ( T) ]2 ,

　　　s. t . d X ( t) =

　　　　　[ A ( t) X ( t) + B ( t) u( t) + f ( t) ]d t +

　　　　　∑
n

j = 1

D j ( t) u( t) dW j ( t) ;

　　　　　ui ( i) ≥0 , i = 1 , ⋯, n;

　　　　　X (0) = x0 - ( d - μ) . (19)

其中

A ( t) = r( t) , f ( t) = ( d - μ) r( t) ,

B ( t) = ( b1 ( t) - r( t) , ⋯, bn ( t) - r( t) ) ,

D j ( t) = (σ1 j ( t) , ⋯,σnj ( t) ) .

　　令 �γ( t) 是如下最优化问题的解 :

min
γ( t) ∈[0 , +∞) n

1
2
‖(σ( t) ) - 1γ( t) + (σ( t) ) - 1 B T ( t) ‖2 ,

(20)

令 �η( t) = (σ( t) ) - 1 �γ( t) + (σ( t) ) - 1 B T ( t) .这样可以

得出最佳策略为

u3 ( t , x) =

- (σ( t)σT ( t) ) - 1 [ �γ( t) +

B T ( t) ][ x - ( d - μ) e
-∫Tt r ( s) ds

] ,

　x - ( d - μ) e
-∫Tt r ( s) ds
≤0 ;

0 , x - ( d - μ) e
-∫Tt r ( s) ds

> 0 .

(21)
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　　由式 (9) ,式 (10) 和 X ( t) = x ( t) - ( d - μ) ,容

易得出

min
u(·) ≥0

E{ [ x ( T) - d ]2 +

2μ{ E[ x ( T) ] - d} } =

2 min
u(·) ≥0{ E 1

2
[ X ( T) ]2 } - μ2 =

e
-∫T0 ‖�η( t) ‖2 ds

[ x0 e∫
T
0 r( s) ds

- ( d - μ) ]2 - μ2 ,

x0 - ( d - μ) e
-∫Tt r ( s) ds
≤0 ;

[ x0 e∫
T
0 r( s) ds

- ( d - μ) ]2 - μ2 ,

x0 - ( d - μ) e
-∫Tt r ( s) ds

> 0 .

(22)

　　由拉格朗日对偶原理可知 ,式 (22) 中第 1式和

第 2式的最优解是取得适当的μ使式 (22) 中第 3式

取得最大值 ,易得当μ3 =
d - x0 e∫

T
0 r( s) ds

1 - e
-∫T0 ‖�η( t) ‖2 ds

时 (这里

用到 d ≥x0 e∫
T
0 r( s) ds
的假设) ,式 (23) 中的第 3式会取

得最大值 ,问题 (8) (不考虑 VaR约束) 的有效边界

为

Var [ x ( T) ] =
{ E[ x ( T) ] - x0 e∫

T
0 r( s) ds

} 2

e∫
T
0 ‖�η( t) ‖2 ds

- 1
. (23)

将μ3 =
d - x0 e∫

T
0 r( s) ds

1 - e
-∫T0 ‖�η( t) ‖2 ds

代入式 (22) ,则可以得到最

佳策略为

u3 ( t , x) =

- (σ( t)σT ( t) ) - 1 [ �γ( t) +

B T ( t) ][ x - ( d - μ) e
-∫Tt r ( s) ds

] ,

　x - ( d - μ3 ) e
-∫Tt r ( s) ds
≤0 ;

0 , x - ( d - μ3 ) e
-∫Tt r ( s) ds

> 0 .

(24)

　　下面讨论加入 VaR约束的影响 :

Var[ x ( T) ]Φ- 1 ( c) - E[ x ( T) ] +

x0 e∫
T
0 r( s) ds
≤VaRUB

反映的是一个风险同最终期望获得财富的制约关

系 ,它使得投资的有效边界不再是原来的整条曲线 ,

图 1　有效边界和 Va R约束

而仅是 VaR约束同有效边界交点 (点 A) 的左半部

分 ,如图 1所示.图 1中的纵坐标为 E[ x ( T) ] ,横坐

标以 Var[ x ( T) ]表示.这充分体现了风险监管的

加入 ,使得投资的风险不能任意增大.

6　油田勘探开发规划的应用实例
　　某油田勘探开发规划的探区共有 6个勘探开发

项目 ,分别为 :圈闭 T01 ,圈闭 T02 ,圈闭 T03 ,圈闭

T04 ,圈闭 T05 ,圈闭 T06 ,其升值率和波动率分别为

b1 ( t)

b2 ( t)

b3 ( t)

b4 ( t)

b5 ( t)

b6 ( t)

=

0 . 029

0 . 033

0 . 042

0 . 052

0 . 068

0 . 071

,

σ( t) =

0 . 91 0 0 . 23 0 . 42 0 . 25 0

0 1 . 19 0 . 29 0 0 . 31 0 . 22

0 0 1 . 23 0 . 33 0 . 15 0 . 27

0 0 0 1 . 41 0 0

0 0 0 0 1 . 52 0 . 32

0 0 0 0 0 1 . 67

.

　　由于仅考虑油田勘探开发的项目投资 ,不存在

无风险资产的投资 (可以认为 r( t) = 0) ,而且用净

现值 (N PV) 来计量每个圈闭的风险资产 ,初始总净

现值 x0为 1 . 96 ×108元 ,考察 150个月份 ,即令 T =

150 .按照上述讨论可得最佳策略为

　　u3 ( t , x) =

　　
B 3 [ ( d - μ3 ) - x ] , x - ( d - μ3 ) ≤0 ;

0 , x - ( d - μ3 ) > 0 .

其中

μ3 =
d - x0

1 - e0 . 004 6 T ,

B 3 = (0 . 002 6 ,0 . 006 7 ,0 . 006 5 ,

0 . 023 9 ,0 . 021 1 ,0 . 019 5) T .

有效边界为

Var [ x ( T) ] =
{ E[ x ( T) ] - x0 } 2

e0 . 004 6 T - 1
.

　　有效边界和 VaR约束如图 2所示.图 2中横纵

坐标表示意义与图 1相同.

　　加入 VaR 约束 ,令 VaRUB = 9 . 8 ×106 , c =

90 % ,由式 (3) 可得

Var [ x ( T) ] ≤E[ x ( T) ] - x0 + VaRUB

Φ- 1 ( c)
.

它与有效边界相交于 A 点 ,可以看出 ,在未加入

Va R约束前 ,有效边界是整条的 ,但加入Va R约束

后 ,由于风险的控制 ,有效边界只取 A点左侧部分 ,
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图 2　油田勘探开发项目投资的有效边界及 Va R约束

可见风险价值的加入使得风险不能太大 ,从而达到

控制风险的目的.

7　结 　　语
　　本文研究了基于终端时刻 VaR约束的动态均

值2方差项目投资的数学模型 ,讨论了该随机 L Q 控

制问题的解 ,给出了投资组合动态数学模型所对应

的随机 HJB方程的解 ,得出了对有效边界的影响 ,

从而揭示出 VaR约束对于风险控制和制约作用.
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