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摘 　要 : 研究 T2S 模糊广义时滞系统的鲁棒控制问题. 不同于传统的寻求公共正定矩阵的方法 ,基于矩阵测度给出

保证系统鲁棒稳定的充分条件 ,并将此条件进一步转化为线性矩阵不等式. 通过求解线性矩阵不等式 ,得到状态反馈

控制器和静态输出反馈控制器. 最后通过算例仿真验证了方法的有效性.
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Abstract : The robust control for T2S fuzzy descriptor systems with time2delay is discussed. Departing f rom traditional

approaches , which find a common positive definite matrix for all rules , sufficient conditions to guarantee the robust

stability for such fuzzy systems , are derived by using matrix measures of system matrices in the consequent part s of

fuzzy rules. These conditions are further t ransformed into linear matrix inequalities. By solving linear matrix

inequalities , a state feedback controller and static output feedback controller that stabilize the considered uncertain

time2delay system are obtained. Finally , numerical examples are provided to illust rate the effectiveness of the

proposed design method.
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1 　引 　　言
　　近年来 , T2S 模糊模型作为一种本质非线性模

型 ,以其逼近精度较高、可以借助线性系统理论研究

非线性系统等优点广泛应用于控制领域. Taniguchi

等[1 ,2 ]将 T2S 模糊模型推广到非线性广义系统中 ,

提出了模糊广义系统的概念 ,并分析了系统稳定性.

到目前为止 ,关于 T2S 模型描述的广义系统的分析

和综合问题 ,已经取得了一些成果[ 127 ] .

　　在实际中 ,系统总会不同程度地受到时滞因素

和不确定因素的影响 ,而且这两种因素通常会使系

统性能下降 ,甚至导致系统不稳定. 因此 ,对不确定

时滞系统的稳定性及其控制问题的研究是十分有意

义的. 本文考虑由 T2S 模型描述的广义时滞系统的

鲁棒模糊控制问题 ,分别引入状态反馈和静态输出

反馈对系统进行鲁棒控制. 不同于传统的方

法[1 ,3 ,4 ,7 ] ,即寻求满足等式约束和一组不等式条件

的公共正定矩阵 ,本文引入矩阵测度来考虑系统的

稳定性分析和镇定问题 ,如果矩阵测度问题可解 ,那

么系统控制器设计问题就是可解的 ,进而得出矩阵

测度问题等价于线性矩阵不等式 (L MI)的可解性问

题.

　　文中首先给出状态反馈鲁棒控制器的设计方

案 ;然后考虑静态输出反馈控制器设计问题. 静态输

出反馈控制器是将系统的输出作为模糊规则划分的

前件变量 ,并将输出作为反馈环节引入到系统中. 这

种静态输出反馈闭环系统比较简单且易于应用 ,因
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为系统的输出变量个数通常比状态变量个数少 ,这

样就可以使模糊规则数减少 ,从而使模型得以简化 ,

便于对系统的研究.

　　文中 X > ( ≥) 0 表示 X 是正定 (半正定) 矩阵 ,

A > ( ≥) B 表示 A - B > ( ≥) 0 , I 表示单位矩阵 ,未

具体指明维数的矩阵均具有适当的维数.

2 　模型描述及预备知识
　　考虑 T2S模型描述的一类可解的不确定广义时

滞系统. 模型的第 i 条规则为

R i : if z1 ( t) is N i1 and ⋯z p ( t) is N ip , t hen

EÛx ( t) = ( A i +ΔA i ) x ( t) +

　　　　( A di +ΔA di ) x ( t - τ) + B i u ( t) ,

i = 1 ,2 , ⋯r. (1)

其中 : N ij 是模糊集 ; z i ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, p为模糊规则

前件变量 ,并假定与控制输入 u( t) 无关 ; r为模糊规

则数目 ; E ∈Rn×n 为奇异矩阵 ; x ( t) ∈Rn 为系统状

态 ; u( t) ∈Rm 是控制输入 ;τ为系统时滞 ; A i ,ΔA i ,

A di ,ΔA di ∈Rn×n , B i ∈Rn×m , i = 1 ,2 , ⋯, r. 假设模

糊广义模型局部正则 ,即存在 si ∈C,使得 det ( si E -

A i - ΔA i ) ≠0 ( i = 1 ,2 , ⋯, r) 成立. 为叙述简便 ,以

下将变量中的时间 t 略去 ,并用 xτ代替 x ( t - τ) .

　　给定系统状态 x 和控制输入 u ,运用单点模糊

化、乘机推理和中心加权平均解模糊方法 ,则全局模

糊闭环控制系统可表示为

EÛx = ∑
r

i = 1

λi ( z) [ ( A i +ΔA i ) x +

( A di +ΔA di ) xτ + B i u ]. (2)

其中 :λi ( z) = ∏
p

j = 1
N ij ( z j ) / ∑

r

i = 1
∑

p

j = 1
N ij ( z j ) , ∑

r

i = 1

λi ( z)

= 1 , N ij ( z j ) 为 z j 对于 N ij 的隶属度.

　　设 rank ( E) =γ(γ≤n) ,由矩阵理论 ,一定存在

非奇异矩阵 P 和 Q ,使得系统 (2) 等价于

Iγ 0

0 0
x
～
·

= ∑
r

i = 1

λi ( z) [ ( A
～

i +ΔA
～

i ) x
～

+

( A
～

di +ΔA
～

di ) x
～
τ + �B i u ]. (3)

其中

�x = Q- 1 x , �E = PEQ = diag{ Iγ ,0} ,

A
～

i = PA i Q ,ΔA
～

i = PΔA i Q ,

A
～

di = PA di Q ,ΔA
～

di = PΔA di Q , �B i = PB i .

　　不失一般性 ,总假设系统具有式 (3) 的形式. 为

方便起见 ,仍将式 (3) 记为

EÛx = ∑
r

i = 1

λi ( z) [ ( A i +ΔA i ) x +

( A di +ΔA di ) xτ + B i u ]. (4)

　　注 1 　本文讨论的不确定性可以是结构未知

的 ,只需满足 ‖ΔA i ‖≤M i , ‖ΔA di ‖≤N i , M i ≥

0 , N i ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯r. 放宽了不确定性通常要满足

的匹配条件.

　　在讨论问题之前 ,给出非线性广义系统的可解

性定义. 对于一般的非线性广义系统

EÛx = f ( x , u) . (5)

其中 : E ∈Rn×n , x ∈Rn , u ∈Rm , det ( E) = 0 .

　　定义 1[8 ] 　如果对给定初始条件 x0 和任意分

段连续输入 u ,总存在唯一分段连续可微的状态变

量 x 满足式 (5) ,且 x (0) = x0 ,则称系统 (5) 是可解

的.

　　如果初始条件不是一致的 ,或输入不是充分可

微的 ,则系统响应中会出现脉冲项 ,而可解性定义保

证了系统不但有唯一解 ,且解无脉冲. 本文的研究均

在系统可解的前提下进行. 下面给出矩阵测度的定

义和基本性质.

　　定义 2[9 ] 　M 为常值矩阵 ,其测度定义为

μv ( M) ≡lim
θ→0 +

( ‖I +θM ‖v - 1)
θ ,

其中 ‖·‖v 为相应的矩阵范数.

　　引理 1[9 ] 　矩阵测度具有如下性质 :

1) μv ( ∑
k

j = 1

αj M j ) ≤ ∑
k

j = 1

αjμv ( M j ) ,

Παj ≥0 , j = 1 ,2 , ⋯, k.

　　2) 对于任何的范数和常数矩阵 M ,有

- ‖M ‖v ≤- μv ( - M) ≤

Reλ( M) ≤μv ( M) ≤‖M ‖v .

　　3) 设 m ij 为矩阵 M 的第 i 行第 j 列的元素 ,那么

　　　μ1 ( M) = max
j [ Re ( m jj ) + ∑

i ≠j

| m ij | ] ,

　　　μ2 ( M) = max[λ[ ( M + M 3 ) / 2 ] ] ,

　　　μ∞ ( M) = max
i [ Re ( m ii ) + ∑

i ≠j

| m ij | ] .

其中λ[ R ]表示任意矩阵 R全部特征根构成的集合.

　　引理 2 　μ2 ( A i ) <ζi , i = 1 ,2 , ⋯, r ,当且仅当

A i + A T
i - 2ζi I < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r.

　　证明 　记λi1 , ⋯,λin 为 A i + A T
i 的特征根 ,则存

在正交矩阵 U ,使得

A i + A T
i = U T

λi1 ⋯ 0

… ω …

0 ⋯ λin

U .

　　首先证明必要性 ,有
μ2 ( A i ) <ζi ]
max[λ[ ( A i + A T

i ) / 2 ] ] <ζi ]
max[λ( A i + A T

i ) ] < 2ζi ]
λi1 - 2ζi ⋯ 0

… ω …

0 ⋯ λin - 2ζi

< 0 ]

571
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　　　U T

λi1 - 2ζi ⋯ 0

… ω …

0 ⋯ λin - 2ζi

U < 0 ]

　　　A i + A T
i - 2ζi I < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, r.

　　充分性由上述过程逆推可得.

　　综上所述 ,引理 2 得证. □

3 　主要结果
3 . 1 　鲁棒稳定性准则

　　首先考虑系统 (4) 的自治系统 ,研究其稳定性

条件. 系统描述为

EÛx = ∑
r

i = 1

λi ( z) [ ( A i +ΔA i ) x +

( A di +ΔA di ) xτ]. (6)

　　定理 1 　如果存在ε> 0 ,使得

μ2 ( A i ) < -
ε
2

- M i -
1
2ε

‖A di ‖2 -

1
ε‖A di ‖N i -

1
2ε

N 2
i ,

i = 1 ,2 , ⋯, r , (7)

则对任意时滞 ,系统 (6) 渐近稳定.

　　证明 　选取 L yap unov 函数

V = x T Ex +ε∫
t

t-τ
x T ( s) x ( s) ds , (8)

V 中的 E 形如式 (3) 中的 E
～

,故满足 x T Ex ≥0 , Π x

≠0 ,ε为待定正数. V 沿系统 (6) 对时间的导数为

V
·

= Ûx T ET + x T EÛx +εx T x - εx T
τ xτ =

∑
r

i = 1

λi ( z)ξT

( A i +ΔA i )
T +

A i +ΔA i +εI
A di +ΔA di

( A di +ΔA di )
T - εI

ξ, (9)

其中ξ= [ x T 　x T
τ ]T . 由定理条件 (7) 可得

μ2 ( ( A i +ΔA i )
T + A i +ΔA i +εI +

1
ε

( A di +ΔA di ) ( A di +ΔA di )
T) ≤

2μ2 ( A i +ΔA i ) +μ2 (εI ) +

μ2 ( 1
ε

( A di +ΔA di ) ( A di +ΔA di )
T) ≤

2μ2 ( A i ) + 2μ2 (ΔA i ) +ε+

1
ε‖A di ‖2 +

2
ε‖A di ‖‖ΔA di ‖+

1
ε‖ΔA di ‖2 ≤

2μ2 ( A i ) + 2 M i +ε+
1
ε‖A di ‖2 +

2
ε‖A di ‖N i +

1
εN 2

i < 0 . (10)

　　由式 (10) ,可知

( A i +ΔA i )
T + A i +ΔA i +εI +

1
ε

( A di +ΔA di ) ( A di +ΔA di )
T < 0 .

对上式运用 Schur 补引理并结合式 (9) 可知 ,对于任

何 x ≠0 ,V
·

< 0 成立 ,故定理 1 得证. □

　　注 2 　首先进行模型变换 ,继而根据 E的特点 ,

选取较特殊的L yap unov函数 ,避免了研究广义系统

通常要考虑的等式约束 ET P = PT E ≥0 . 另外

L yap unov 函数的积分项中选取正定阵为εI ,为利用

矩阵测度分析系统稳定性和设计控制器提供了便

利.

3 . 2 　状态反馈控制器设计

　　运用 PDC (并行分布补偿) 原则 ,即模糊控制器

与系统的局部模型有相同前件部分. 设控制器第 i

条规则为

R i : if z1 is N i1 and ⋯ z p is N ip ,

t hen u = Ki x , (11)

全局控制律为

u = ∑
r

i = 1

λi ( z) Ki x , (12)

其中 Ki ( i = 1 ,2 , ⋯r) 是局部控制增益矩阵.

　　将控制器 (12) 引入到系统 (4) 中 ,得到闭环系

统

EÛx = ∑
r

i = 1
∑

r

j = 1

λi ( z)λj ( z) [ ( A i +ΔA i +

B i K j ) x + ( A di +ΔA di ) xτ]. (13)

　　推论 1 　如果存在ε> 0 和 Kj ( j = 1 ,2 , ⋯, r)

满足

μ2 ( A i + B i K j ) < -
ε
2

- M i -
1
2ε

‖A di ‖2 -

1
ε‖A di ‖N i -

1
2ε

N 2
i ,

i , j = 1 ,2 , ⋯, r , (14)

则对任意时滞 ,闭环系统 (13) 鲁棒渐近稳定.

　　为简便起见 ,记

ηi = -
ε
2

- M i -
1
2ε

‖A di ‖2 -

　　 1
ε‖A di ‖N i -

1
2ε

N 2
i ,

i = 1 ,2 , ⋯, r ,

则式 (14) 可记为

μ2 ( A i + B i K j ) <ηi , i , j = 1 ,2 , ⋯, r. (15)

　　下面将矩阵测度问题转化为L MI可解性问题.

　　定理 2[10 ] 　状态反馈增益 Kj ( j = 1 ,2 , ⋯, r)

满足

μ2 ( A i + B i K j ) <ηi , i , j = 1 ,2 , ⋯, r , (16)

当且仅当 Kj 满足 L MIs

( A T
i + A i - 2ηi I ) + B i K j + ( B i K j )

T < 0 ,

671
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i , j = 1 ,2 , ⋯, r. (17)

　　由引理 2 可得证.

3 . 3 　静态输出反馈控制器设计

　　在对系统进行状态反馈控制器设计时 ,要求系

统的状态全部可用 ,而在实际中 ,系统状态往往不可

测或仅仅部分可测 ,因而利用系统状态进行反馈控

制不易于实现 ,而系统的输出则是可以全部获得的.

下面 ,考虑用系统输出来构造控制器.

　　首先 ,给出如下系统模型 :

Ri : if z1 is M i1 and ⋯ z p is M ip , t hen

EÛx = ( A i +ΔA i ) x + ( A di +ΔA di ) xτ + B i u ,

y = Ci x . (18)

其中 y ∈Rq 为系统输出 ,前件变量 z1 , z2 , ⋯, z p 通

常取为状态变量. 现在考虑将系统输出作为模糊规

则的前件变量 ,假设 p = q , z m = ym , m = 1 ,2 , ⋯, q.

即如果系统只有一个输出 ,也就只有一个前件变量 ,

这样就可能降低模糊规则的数目 ,从而方便问题的

求解.

　　考虑以系统输出作为模糊规则前件变量的模

型

EÛx = ∑
r

i = 1

λi ( y) [ ( A i +ΔA i ) x +

　　 ( A di +ΔA di ) xτ + B i u ] ,

y = ∑
r

i = 1

λi ( y) Ci x . (19)

引入静态输出反馈控制器

u = ∑
r

i = 1

λi ( y) Fi y . (20)

将控制器 (20) 代入到系统 (19) 中 ,得到闭环系统

EÛx =

∑
r

i = 1
∑

r

j = 1
∑

r

k = 1

λi ( y)λj ( y)λk ( y) [ ( A i + B i F j C k +

ΔA i ) x + ( A di +ΔA di ) xτ + B i u ]. (21)

　　给定矩阵 Y ,则可定义矩阵 Y ⊥ , Y ⊥的列向量由

ker ( Y) 的任意一组基向量构成 ,即 Y Y ⊥ = 0 . 结合系

统 (21) ,有定理 3 存在.

　　定理 3 　1) 静态输出反馈 Fj ( j = 1 ,2 , ⋯, r) 满

足

μ2 ( A i + B i F j C k ) <ηi , i , j , k = 1 ,2 , ⋯, r ,

(22)

当且仅当 Fj 满足 L MIs

( A T
i + A i - 2ηi I ) + B i F j C k + ( B i F j C k ) T < 0 ,

i , j , k = 1 ,2 , ⋯, r. (23)

　　2) 存在 Fj 满足式 (23) 当且仅当

( B i ) ⊥ ( A T
i + A i - 2ηi I ) ( B T

i ) ⊥ < 0 ,

　　　　　　i = 1 ,2 , ⋯, r , (24)

( CT
k ) ⊥ ( A T

i + A i - 2ηi I ) ( Ck ) ⊥ < 0 ,

i , k = 1 ,2 , ⋯, r. (25)

　　证明 　1) 的证明由引理 2可得 ,2) 与文献[10 ]

中定理 3 所用方法类似. □

　　注 3 　当 ker ( B i ) 或 ker ( Ck ) 中有某个为零空

间时 ,可以略去相应的矩阵不等式 ,即式 (23) 成立

的充分必要条件为式 (24) 和式 (25) 中余下的不等

式成立.

4 　数值算例
　　首先 ,考虑如何对 T2S 模糊广义时滞系统设计

状态反馈控制器进行鲁棒镇定.

　　例 1 　由两条模糊规则描述的非线性广义不确

定性时滞系统模型如下 :

R1 : if x1 is P , t hen

EÛx = ( A 1 +ΔA 1 ) x + ( A d1 +ΔA d1 ) xτ + B1 u ,

R2 : if x1 is N , t hen

EÛx = ( A 2 +ΔA 2 ) x + ( A d2 +ΔA d2 ) xτ + B1 u.

其中模糊集 P 和 N 的隶属度函数为

w1 ( x1 ) = 1 -
1

1 + e - 2 x1
,

w2 ( x1 ) = 1 - w1 ( x1 ) .

且有

E =
1 0

0 0
, A 1 =

0 . 5 3

1 - 3 . 5
,

A 2 =
0 . 2 2

1 - 1 . 5
, A d1 =

0 . 1 0

0 . 2 0 . 1
,

A d2 =
0 . 1 0

0 - 0 . 5
, B1 =

2

3
, B2 =

2

1
,

ΔA 1 =
0 . 2 - 0 . 1

0 0
sin t ,

ΔA 2 =
0 . 1 - 0 . 2

0 0
sin t ,

ΔA d1 =
0 . 3 0 . 1

0 0
cos (0 . 1 t + 0 . 3) ,

ΔA d2 =
- 0 . 4 0 . 1

0 0
cos (0 . 1 t + 0 . 3) .

　　 选 取 τ = 1 ,ε = 1 , 初 始 条 件 为

[ x1 (0) 　x2 (0) ]T = [1 . 0 　- 0 . 2 ]T . 由定理 2 ,运用

Matlab 的 L MI 工具箱得到状态反馈增益

K1 = [ - 1 . 762 4 　 - 0 . 170 1 ] ,

K2 = [ - 1 . 762 4 　 - 0 . 170 1 ].

故闭环系统可由控制器 u = ∑
2

i = 1
w i ( x1 ) Ki x 反馈镇

定. 图 1 为状态响应曲线 ,图 2 为控制 u 的轨线.

　　下面研究如何运用本文的方法设计简单有效

的静态输出反馈控制器.
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图 1 　状态响应曲线(例 1)

图 2 　控制输入曲线(例 1)

　　例 2 　考虑由两条模糊规则描述的非线性广义

时滞系统

R1 : if y1 is P , t hen

EÛx = ( A 1 +ΔA 1 ) x +

( A d1 +ΔA d1 ) xτ + B1 u ,

y = C1 x .

R2 :if y1 is N , t hen

EÛx = ( A 2 +ΔA 2 ) x +

( A d2 +ΔA d2 ) xτ + B2 u ,

y = C2 x .

其中模糊集 P 和 N 的隶属度函数为

w1 ( y1 ) = 1 -
1

1 + e - y1
,

w2 ( y1 ) = 1 - ω1 ( y1 ) .

且有

E =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

, A 1 =

- 1 - 1 0

0 . 1 - 2 0

0 . 1 0 - 1

,

A 2 =

- 2 0 . 5 0

0 . 2 - 2 0

0 0 . 5 - 1

, A d1 =

0 . 2 0 0

0 . 1 0 0

0 . 2 0 . 1 0

,

A d2 =

0 . 1 0 0

0 . 1 0 0

0 . 1 - 0 . 3 0

, B1 =

0 . 1 0

0 0

0 0

,

B2 =

0 0 . 2

0 0

0 0

,

C1 =
2 0 . 1 0

0 . 5 - 1 0
, C2 =

1 0 . 3 0

- 1 1 0
,

ΔA 1 =

0 . 1 0 . 3 0

0 . 2 0 0

0 . 2 - 0 . 1 0

cos ( t + 0 . 5) ,

ΔA 2 =

0 . 2 0 . 1 0

0 . 1 0 0

0 . 1 - 0 . 2 0

cos ( t + 0 . 5) ,

ΔA d1 =

0 . 5 0 0

0 . 1 0 0

0 . 2 0 . 1 0

sin t ,

ΔA d2 =

- 0 . 1 0 0

0 . 1 0 0

0 . 1 0 . 1 0

sin t.

　　 选 取 τ = 1 ,ε = 1 , 初 始 条 件

[ x1 (0) 　x2 (0) 　x3 (0) ]T = [2 . 5 　- 1 　- 3 ]T . 由

定理 3 ,运用 L MI 工具箱得到静态输出反馈增益为

F1 =
- 3 . 548 1 - 9 . 354 8

0 . 048 0 - 0 . 071 4
,

F2 =
- 6 . 695 5 2 . 913 9

- 2 . 452 5 - 2 . 764 2
.

故闭环系统可由控制器

u = ∑
2

i = 1
∑
2

j = 1
w i ( y1 ) w j ( y1 ) Fi C j x

反馈镇定. 图 3 为状态响应曲线 ,图 4 为控制 u 的轨

线. 算例和仿真显示所得的结果是可行有效的.

图 3 　状态响应曲线(例 2)

图 4 　控制输入曲线(例 2)
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5 　结 　　语
　　本文研究了 T2S 模糊广义时滞系统的鲁棒稳

定性分析和镇定问题. 首先根据模型特点选取特殊

的 L yap unov 函数 ,然后基于矩阵测度得到系统鲁

棒稳定的充分条件 ,并对状态反馈控制器和静态输

出反馈控制器的设计问题进行了研究 ,所设计的控

制器可由 L MI 工具箱求解器 feasp 直接求解. 本文

所得结论易推广到时变时滞系统中.
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