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一类具有排队现象的工作流图的性能分析
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摘 　要 : 基于极大代数方法 ,描述一类具有排队现象的工作流图中 AND 和 XOR 的时间逻辑关系. AND 逻辑表示输

出事件当且仅当输入事件都完成时发生 ,XOR 逻辑表示在数个输入事件中按概率只有一个会发生并导致输出事件

的发生. 以 AND 和 XOR 基本模块构建这类工作流图模型 ,进行系统的性能分析 ,并给出顾客输出时间间隔下界的

估计方法. 通过实例仿真验证了建模、分析方法的可行性和有效性.
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YA N H an , Z H A O Qi an2chuan

(Department of Automation , Tsinghua University , Beijing 100084 , China. Correspondent : YAN Han , E2mail :

yanhan @mails. t singhua. edu. cn)

Abstract : Based on min2max systems theory , min2max algebra is used to capture both AND and XOR logic in

workflow diagrams with queueing. AND logic requires that output event happens only when all the input event s

happen. XOR logic requires that output event happens only when one of the input event s happens according to the

probability dist ribution. The workflow diagrams with AND/ XOR logic and queueing are const ructed by using

elementary building blocks (AND and XOR blocks) . Analyzing the performance , lower bounds on the output rate of

customers in this class of workflow diagrams are provided. A simulation example is given to demonst rate the

feasibility and effectiveness of the proposed approaches.
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1 　引 　　言
　　工作流系统是一种典型的离散事件动态系统

(D EDS) ,广泛存在于各种类型的流程管理系统

中[1 ] . 工作流系统中常见的逻辑包括 AND ,XOR 和

OR. 其中 :AND 逻辑表示输出事件当且仅当输入事

件都完成时才发生 ,XOR 逻辑表示在数个输入事件

中按概率只有一个会发生并导致输出事件的发生 ,

OR 逻辑表示只要有一个输入事件完成就会导致输

出事件的发生. 工作流图是对工作流系统的一种数

学抽象 ,对工作流系统的研究多从对工作流图的研

究出发.

　　串行生产线 (流水线)是工作流系统重要而广泛

应用的一个实例. 由于它仅包含 AND 逻辑 ,其研究

开展得相当深入. 这方面的研究常用随机极大代数

方法 ,能够处理的模型在理论上称为无决策随机

Pet ri 网 ,代表性的成果如文献 [ 2 ]中给出的稳态周

期存在条件以及计算方法. [ 3 ]提出系统关键路径概

念 ,以此为基础对有限缓冲器的串行生产线系统进

行了生产时间参数的扰动分析. [4 ]给出随机串行生

产线稳态性能函数与系统关键路径之间的关系. [ 5 ]

针对有限缓冲区串行排队网络提出了有限长度的仿

真算法进行参数优化. [ 6 ]研究了已知等待时间分

布、服务时间确定的二队列排队网络的缓冲区容量

优化问题. [ 7 ]中进行了随机极大代数的分布概率推

导 ,对多级随机服务系统的总服务时间的随机分布

进行了仿真计算. [8 ]给出了加工时间满足一般分布

的情况下系统稳态加工周期存在性条件 ,并利用加

工时间的一阶矩对稳态加工周期上下界进行了估

计. [ 9 ]给出了一类刚性串行生产线的生产周期的上

下界估计方法. 当然 ,在模型中随机变量具有负指数

分布的假设下 ,也可以用排队论的方法展开研究.

　　目前在对不仅带有 AND 逻辑的更一般的工作
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流系统的性能分析研究中 ,多采用随机 Pet ri 网模

型进行建模[10212 ] ,这些具有决策的 Pet ri 网模型适

合描述带有 AND 和 XOR 逻辑的工作流系统 (如文

献[ 14 ]中的 DNA 序列分析服务工作流系统) . 另

外 ,在现有对工作流的研究中 ,还常假设服务时间服

从指数分布. 对系统性能的分析往往局限于考查仅

有一个顾客通过系统的平均性能指标[ 10213 ] ,但实际

的工作流系统由于资源有限而引起时间上的冲突时

将出现排队现象 ,这会影响到系统的平均时间性能

指标[ 1 ] .

　　本文将对具有排队现象的带有 AND 和 XOR

逻辑的一类工作流系统进行性能估计. 虽然文献

[13 ]同时考虑了带有 AND , XOR 和 OR 逻辑的更

一般的工作流系统 ,得到了服务时间满足一般分布

的工作流系统平均周转时间的上下界估计 ,但仍然

存在上述局限性. 本文利用顾客到达时间间隔和服

务时间的期望 ,分析 AND/ XOR 基本模块的时间性

能 ,结合对这两种基本模块构建系统的方法 (模块的

串联和嵌套) ,给出有排队现象下的输出顾客时间间

隔期望下界的估计方法[13 ] .

2 　一类工作流图的建模
　　借鉴模块化建模方法[13 ] ,利用随机 min2max 系

统和 Fork2Join 排队网络知识[15 ] ,定义一类由 AND

基本模块和 XOR 基本模块构建的工作流图.

2 . 1 　工作流图的定义

　　{ T i , i = 1 , ⋯, l} 是服务台的有限集 , { ( Fj ,

J j ) , j = 1 , ⋯, m} 是 Fork 和 Join 节点对的有限集.

Fork 节点的类型有 AND2Fork 和 XOR2Fork . 相应

的 Join 节点的类型也有 AND2Join 和 XOR2Join. 假

定对于每一个 j , Fj 和 J j 是同一类型.

　　定义 1 　本文讨论的一类工作流图是一个基于

模块递归构建的有向图 ,具有一个开始模块和一个

结束模块 ,分别表示工作流的起始和结束. 图中其他

模块可由以下任意一种方式构成 :

　　1) 串联模块. 如图 1 所示 ,由一系列模块以串

联形式构成. 顾客结束前一模块的服务后 ,立即进入

下一模块等待或接受服务 ,中间不存在延迟 (当允许

排队时 ,串联模块也包含 AND 逻辑 ,即只有前一模

块完成和下一模块可用才开始一个任务的处理 ,这

正是串行生成线包含 AND 逻辑的原因) .

图 1 　串联模块

　　2) AND 模块. 以一个 AND2Fork 节点开始并

结束于一个 AND2Join 节点 , 且进入和输出该模块

的分支数目是相等的. 每个分支上均有一个模块连

接于 Fork 节点和 Join 节点之间 , 如图 2 所示. 在

Fork 和 Join 节点以符号“∧”来表示 AND 节点. 进

入 AND 模块的顾客必须接受完毕每个分支上的服

务才能离开 AND 模块 ,即顾客离开 AND 模块的时

间为分支服务完成最晚的时间.

图 2 　AND 和 XOR模块

　　3) XOR模块. 以一个 XOR2Fork节点开始并结

束于一个 XOR2Join节点 ,且进入和输出该模块的分

支数目是相等的. 每个分支上均有一个模块连接于

Fork 节点和 Join 节点之间 ,如图 2 所示. 在 Fork 和

Join 节点以符号“Ý”来表示 XOR 节点. 进入 XOR

模块的顾客以一定的概率选择某一分支来接受服

务 ,完成当前服务后即离开该模块.

　　当顾客以一定概率分布的速率进入该工作流

图表征的系统时 ,由于服务时间和顾客到达速率之

间的不协调 ,将会出现排队. 图 3 为较简单的单服务

台排队网络 ,图中 Q表示容量无限的缓冲器. 以单服

务台排队网络为基础可以得到存在排队的 AND 和

XOR模块 ,分别如图 4和图 5所示. 假定排队均出现

在各个分支的服务台上 ,而不存在于 Fork 和Join节

点上 ,即顾客到达模块的 Fork 节点后立即分解进入

各个分支 ,然后可能产生排队.

图 3 　单服务台排队网络

图 4 　存在排队的 AND 模块

图 5 　存在排队的 XOR模块

2 . 2 　工作流图的参数定义

　　定义 2 　{ J i , i = 1 , ⋯, n) 为进入工作流系统接

受服务的顾客序列. 每个顾客到达和离开模块的时

间定义为该顾客到达该模块 Fork 节点和离开 Join

节点的时间. 相应地 , 到达模块的时间序列为{ ai , i

091



第 2 期 严 晗等 :一类具有排队现象的工作流图的性能分析 　 　 　

= 1 , ⋯, n} , 离开该模块的时间序列为{ x i , i = 1 ,

⋯, n} . 假定顾客在 Fork 节点分解同时进入每个分

支 ,且在 Fork 节点的分解和在Join节点的组合均无

时间延迟.

　　定义 3 　{ x ji , j = 1 , ⋯, m , i = 1 , ⋯, n} 为各个

分支上的顾客离开时间序列 ( j 表示分支序号 , i 表

示顾客序号) . t ji ( i = 1 , ⋯, n) 为第 j 号服务台对第 i

个顾客的服务时间. 假定同一服务台对顾客的服务

时间构成的序列{ t ji , i = 1 , ⋯, n} 是期望为 Pj 的独

立同分布序列. 定义顾客序列的到达时间间隔Δai

= ai - ai - 1 ,Δa1 = a1 ( i = 2 , ⋯, n) ,构成顾客到达时

间间隔序列{Δai , i = 1 , ⋯, n} 是期望为ΔA 的独立

同分布序列 ,且{ t ji , i = 1 , ⋯, n} 与{Δai , i = 1 , ⋯,

n} 相互独立.

2 . 3 　性能指标的定义

　　定义 4 　为了衡量这类工作流系统出现排队时

的时间性能 ,定义λ为顾客序列通过模块的输出时

间间隔期望 ,即

λ = E( lim
n→∞

D ( B)
n ) = lim

n→∞

E ( D ( B) )
n

.

其中λ= lim
n→∞

D ( B)

n
为λ的下界 ,作为衡量工作流系

统性能的指标 ; D ( B) = x n - a1 为整个顾客序列

{ J i , i = 1 , ⋯, n} 在模块上耗费的总时间 , 并定义

D i ( B) = x i - ai ( i = 1 , ⋯, n) 为第 i 个顾客 J i 在模

块上耗费的时间 (包括服务时间和等待时间 ) ;

D i ( B) 和 D ( B) 分别为 E ( D i ( B) ) 和 E ( D ( B) ) 的下

界 ,是本文模块性能分析中的实际衡量对象.

3 　性能分析的主要结论
3 . 1 　单服务台排队网络

Dn ( B) = max ( nP - ( n - 1)ΔA , P) , (1)

D ( B) = max ( nP - ( n - 1)ΔA , P) +

　　　　( n - 1)ΔA , (2)

D ( B) = Dn ( B) + ( n - 1)ΔA . (3)

3. 2 　AND 模块

　　定义 Dn ( B i ) ( i = 1 , ⋯, m) 为第 n 个顾客在

AND模块的分支 i上耗费的时间 , D ( B i ) 为分支 i完

成对 n 个顾客的服务时间 ,有

Dn ( B) = max ( Dn ( B1 ) , ⋯, Dn ( B m ) ) , (4)

D ( B) = max ( D ( B1 ) , ⋯, D ( B m ) ) . (5)

3. 3 　XOR模块

　　每个顾客按概率 ( p1 , p2 , ⋯, pm ) ( ∑
m

i = 1
pi = 1) 选

定分支 ,顾客序列根据分支数 (取为 m) 自动分为 m

个新的子顾客序列. D ( B i ) ( i = 1 , ⋯, m) 为以整个

模块输入顾客序列作为各分支输入顾客序列计算而

得到的通过该分支的时间.

　　　D ( B) =

　　　max ( nΔA , p1 D ( B1 ) ,

　　　p2 D ( B2 ) , ⋯, pm D ( B m ) ) - ΔA , (6)

　　　Dn ( B) =

　　　max ( nΔA , p1 D ( B1 ) ,

　　　p2 D ( B2 ) , ⋯, pm D ( B m ) ) - nΔA . (7)

3 . 4 　模块的串联

　　令 �Pi 为第 i 个模块的等价服务时间 ,若第 i 个

模块为单服务台 ,则 �Pi 为该服务台的服务时间期望

Pi ;若第 i 个模块为一般模块 ,则以系统在第 i 个模

块的输出时间间隔期望下界λi 作为 �P i .

D ( B) = ∑
l

i = 1
�Pi + E ∑

l

i = 1

Δai =

∑
l

i = 1

�Pi + ( n - 1)ΔA . (8)

4 　结论证明
　　引理 1[13 ] 　对独立非负随机变量 x u ( u = 1 ,

⋯, k) ,有

E ( max
u = 1 , ⋯, k

x u) ≤

max
u = 1 , ⋯, k

E x u + ∑
k

u = 1
Var ( x u) . (9)

　　引理 1’(对引理 1 的修正)

E( max
u = 1 , ⋯, k

x u) ≤ max
u = 1 , ⋯, k

E x u + max
u = 1 , ⋯, k

Var ( x u) .

(10)

　　引理 2[13 ] 　有

E | x2 - E x2 | ≤<′( x) , (11)

其中

<′( x) = E ( x - E x) 2 E ( x + E x) 2 +

E x2 - ( E x) 2 .

　　引理 3[13 ] 　对随机变量 x u ( u = 1 , ⋯, k) ,有

E min
u = 1 , ⋯, k

x u ≤ min
u = 1 , ⋯, k

E x u . (12)

　　下面对式 (1) ～ (8) 进行证明.

4 . 1 　单服务台排队网络

　　以 ai 表示第 i 个顾客 J i 的到达时间 ,以 P表示

服务台对该顾客的服务时间 ti 的期望 ,即 E( ti ) =

P. 顾客离开服务台的时间{ x i } 的递推关系为

x i = max ( x i- 1 , ai ) + ti , (13)

第 n 个顾客等待并接受服务的时间为

Dn ( B) = max
k = 1 , ⋯, n

( ∑
n

i = k

t i - ∑
n

i = k+1

Δai , tn) . (14)

式 (14) 可由 (13) 递归得到 ,即

Dn ( B) = x n - an =

( max ( x n- 1 , an) + tn) - an =

max ( Dn- 1 ( B) - Δan- 1 ,0) + tn = ⋯ =

191
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max ( D1 - ∑
n

i = 2

Δai + ∑
n

i = 2
ti ,

∑
n

i = 2
t i - ∑

n

i = 3

Δai , ⋯, tn + tn- 1 - Δan , tn) =

max
k = 1 , ⋯, n- 1

( ∑
n

i = k

t i - ∑
n

i = k+1

Δai , tn) .

　　这样利用引理 3 和式 (14) 可得到式 (1) ,有

E ( Dn ( B) ) =

E( max
k = 1 , ⋯, n- 1

( ∑
n

i = k

t i - ∑
n

i = k+1

Δai , tn) ) ≥

max
k = 1 , ⋯, n- 1

( E( ∑
n

i = k

t i - ∑
n

i = k+1

Δai , tn) ) =

max
k = 1 , ⋯, n- 1

( ( n - k + 1) P - ( n - k)ΔA , P) =

max ( nP - ( n - 1)ΔA , P) .

　　同理可得式 (2) . 由 D ( B) = Dn ( B) + ∑
n- 1

i = 1

Δai 可

得式 (3) .

4. 2 　AND 模块

　　对于两分支的 AND 模块 , 在 ai 时间到达

AND2Fork 节点并进入两个分支的顾客 , 在两个分

支上的服务结束时间分别为 x1 , i 和 x 2 , i ,结束服务离

开模块的时间为 x i ,则 x i 与 x 1 , i 和 x 2 , i 之间的关系

为 x i = max ( x1 , i , x2 , i ) .

　　式 (4) 和 (5) 可由以下方法推出 :由 Dn ( B) 的定

义可得

Dn ( B) = x n - an =

max ( x1 , n , x2 , n) - an =

max ( x1 , n - an , x2 , n - an) =

max ( Dn ( B1 ) , Dn ( B2 ) ) .

　　结合引理 3和 max ( x , y) = - min ( - x , - y) 得

　　　　 Dn ( B) = EDn ( B) =

　　　　 E[ max ( Dn ( B1 ) , Dn ( B2 ) ) ] ≥

　　　　max ( EDn ( B1 ) , EDn ( B2 ) ) ≥

　　　　max ( Dn ( B1 ) , Dn ( B2 ) ) .

　　由两分支推广到 m 分支可得式 (4) ,同理可得

式 (5) . 对模块整体仍然有式 (3) 成立.

4. 3 　XOR模块

　　如图 5 所示 ,对于两分支的 XOR 模块 ,顾客以

概率 (α,1 - α) 选择分支等待并接受服务. 考虑到极

端情况 ,即顾客序列输入速率极大 ,每个分支上的服

务台均没有空闲时间 ,在该情况下服务完毕 n 个顾

客的时间仅与服务时间和第一个顾客的到达时间有

关. 由于顾客输入速率极大 ,可以认为两个分支开始

服务第一个顾客的时间是相等的.

　　对于分支B1 ,其顾客序列中顾客数目为 i的概

率为 Ci
nαi (1 - α) n- i ,则另外 n - i个顾客以同样的概

率在分支 B2 上接受服务. 两个服务台对顾客的服务

时间分别为 t1 j , t2 k ( Et1 j = P1 , Et2 k = P2 ) . 比较两个

分支完成对各自顾客的服务时间就可以得到整个模

块输出第 n 个顾客的时间 x n ,有

E ( D ( B) ) = E ( x n - a1 ) =

∑
n

i = 0
Ci

nαi (1 - α) n- i max ( x1 , j - a1 , x2 , n- i - a1 ) =

∑
n

i = 0

Ci
nαi (1 - α) n- i max ( ∑

i

j = 1

t1 j , ∑
n- i

j = 1

t2 j ) ≥

max ( ∑
n

i = 0
Ci

nαi (1 - α) n- i ∑
i

j = 1
t1 j , ∑

n

i = 0
Ci

nαi (1 -

α) n- i ∑
n- i

j = 1
t2 j ) ≥

max ( ∑
n

i = 0
Ci

nαi (1 - α) n- i i P1 , ∑
n

i = 0
Ci

nαi (1 -

α) n- i ( n - i) P2 ) =

max ( P1 ∑
n

i = 0
iC i

nαi (1 - α) n- i , P2 ∑
n

i = 0

( n -

i) Ci
nαi (1 - α) n- i) =

max ( P1 ∑
n

i = 0
iC i

nαi (1 - α) n- i , P2 ∑
n

i = 0
iC i

nαn- i (1 -

α) i) = max ( nαP1 , n(1 - α) P2 ) = DB .

　　考虑到另一种极端情况 , 即输入顾客速率极

小 ,每个顾客到达模块后无需等待 ,直接接受服务.

此时整个模块服务完毕 n 个顾客的时间期望应比

nΔA 略大. 结合两种极端情况可得到一般情形下整

个模块服务完毕 n 个顾客的时间期望下界为

D ( B) =

max ( nΔA , nαP1 , n(1 - α) P2 ) - ΔA .

此处出现 - ΔA 正是考虑了第 1 个顾客到达时间.

　　从结果可以看出 ,整个模块服务完毕 n 个顾客

的时间期望下界 D ( B) 实际上由整个顾客序列分别

通过两个分支的时间取概率加权 ,以及与输入顾客

时间间隔之间比较大小得到. 若分支上出现模块的

嵌套 ,那么该结果可以写成式 (6) 的形式 (推广至 m

分支的情形) ,结合式 (3) 便可得到式 (7) .

4 . 4 　模块的串联

　　图 6为模块串联示意图. 串联之后 ,对每个顾客

J i ( i = 1 , ⋯, n) 而言 ,有

　　 D i ( B) = x′i - ai =

　　 x′i - a′i + a′i - ai = x′i - a′i + x i - ai =

　　 D i ( B2 - l ) + D i ( B1 ) = ⋯ = ∑
l

j = 1
D i ( B j ) .

这样对串联后的整体仍然有式 (3) 的形式.

291



第 2 期 严 晗等 :一类具有排队现象的工作流图的性能分析 　 　 　

图 6 　模块的串联

　　对 Dn ( B i ) 而言 ,存在关系 Dn ( B i ) ≥ti , n ( ti , n 表

示服务台 B i 对第 n 个顾客的服务时间) ,那么可以

得到 D ( B) 的近似计算式 (8) .

5 　仿真样例
　　图 7 为样例系统仿真. 假定服务台 B1 ～ B5 的

服务时间满足同一 Gamma分布 (α= 0 . 1 ,γ= 0 . 85 ,

期望为 P1 = ⋯= P5 = P = 8 . 5) ,输入顾客的到达

时间间隔满足正态分布 (期望为ΔA = 10 . 0) ,最外

层 XOR 的分支选择概率为α = 0 . 3 .

图 7 　样例系统仿真

　　仿真实验中 ,令顾客序列长度为 n = 10 000 ,编

写正态分布随机数发生器来产生输入顾客的到达时

间间隔序列 ,这样由式Δai = ai - ai - 1 ,Δa1 = a1 ( i =

2 , ⋯, n) 可以递推得到输入顾客的到达时间序列

{ ai , i = 1 , ⋯, n} . 编写 Gamma分布随机数发生器来

产生服务台 B j 对当前顾客的服务时间 t ji (1 ≤ i ≤

n , j = 1 , ⋯5) . 编写决策器来决定当前顾客在进入

XOR2Fork 时会选择的分支.

　　对同一输入顾客序列重复实验 m = 10 000 次 ,

以 ( x n) k 表示第 k 次实验时最后一个顾客即第 n 个

顾客离开系统的时间 (整个顾客序列完成服务离开

系统的时间) ,以 ( D ( B12345 ) ) k 表示第 k 次实验时顾

客序列通过系统的总时间 ,而 a1 表示第 1 个顾客到

达系统的时间 ,则 ( D ( B12345 ) ) k = ( x n) k - a1 . 叠加顾

客序列通过该系统的总时间得到输出顾客时间间隔

稳定值为

λ =
∑
m

k = 1

( D ( B12345 ) ) k

nm
,

n = 10 000 , m = 10 000 .

　　根据第 3 节的结论 ,可以计算得到输出顾客时

间间隔稳定值的下界λ如下 :

　　Step1 : 由图 6可以看出该系统由两个部分串联

而成 :第 1 部分以 XOR模块嵌套 AND 模块而成 ,而

在 AND 模块中又嵌套了一个服务台的串联 ;第 2 部

分仅仅是单服务台. 这样 ,对系统整体按系统的构成

由最内层分支开始 ,一层一层进行性能分析计算.

　　Step2 : 以整个顾客序列作为分支 B12 的输入顾

客序列 ,即分支顾客数为 n 的相应输入顾客序列时

间间隔 ,其期望仍然为ΔA ,由式 (8) 得到

D ( B12 ) = P1 + P2 + ( n - 1)ΔA = 100 007 .

　　Step3 : 仍然以整个顾客序列作为 XOR 模块的

分支 B12 和 B4 的输入顾客序列 ,由式 (2) 得到

D ( B1 ) = D ( B3 ) = D ( B4 ) =

max ( nP , P + ( n - 1)ΔA) =

P + ( n - 1)ΔA = 99 998 . 5 .

　　Step4 : 根据式 (5) ,对 AND 模块 B123 的性能计

算如下 :

D ( B123 ) =

max ( D ( B12 ) , D ( B3 ) ) = 100 007 .

　　Step5 : 根据式 (6) ,对 XOR模块 B1234 的性能计

算如下 :

D ( B1234 ) =

max ( nΔA ,αD ( B4 ) ,

(1 - α) D ( B123 ) ) - ΔA = 99 990 .

　　Step6 : 以 XOR嵌套模块 B1234 的输出顾客时间

间隔期望下界λ1234 作为该部分模块的等价服务时间

期望 �P1234 ,代入式 (8) 计算得到

�P1234 =λ1234 =
D ( B1234 )

n
= 9 . 999 ,

D ( B12345 ) =

�P1234 + P5 + ( n - 1)ΔA = 100 008 . 499 .

　　Step7 : 由λ的定义可得

λ = lim
n→∞

D ( B)

n
≈

D ( B12345 )

10 000
≈ 10 . 000 850 .

　　通过仿真可得 ,输出顾客的时间间隔的稳定值

λ = 10 . 014 222 ,误差约为 0 . 13 %.

6 　结 　　语
　　利用本文的建模方法和相应的模块性能分析结

论 ,可以由 AND 和 XOR 模块的性能逐步得到一类

仅含有这两种逻辑的工作流系统的性能. 通过仿真

实验验证了本文对顾客离开工作流系统的时间间隔

期望下界的估计方法是可行的. 由实验数据可以看

出 ,本文所提出的估计方法的误差是较小的.

　　本文讨论还存在不足之处 ,例如 :对模块和系统

上界的估计及对 OR 及 LOO P 模块的性能估计 ,都

需要进一步深入探索. 对本文的性能分析讨论进行

完善 ,能够给出衡量工作流系统性能的更有效的方

法 ,对于指导优化和控制工作流系统是一项非常有

意义的工作.
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