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具有随机通讯时延的网络化系统的 l2 2l ∞滤波

王 　武 , 杨富文
(福州大学 电气工程与自动化学院 , 福州 350002)

摘 　要 : 研究具有随机通讯时延的离散网络化系统的 l2 2l ∞滤波器设计问题. 采用满足 Bernoulli 分布随机变量描述

测量数据的一步随机时延 ;利用线性矩阵不等式方法设计线性滤波器 ,使得滤波误差系统在均方意义下指数稳定 ,并

保证对于所有有界的外界扰动信号 ,滤波误差系统具有一定的 l2 2l ∞扰动衰减水平. 数值仿真表明了所提出设计方法

的有效性.
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Abstract : The l2 2l ∞filtering problem for networked systems with random communication delays is discussed. And the

delays are assumed to be the linear functions of the stochastic variables that satisfy Bernoulli random binary

dist ribution. The full2order filters are obtained. The filter error systems are exponentially mean2square stable and a

prescribed energy2to2peak disturbance attenuation level is guaranteed in term of linear matrix inequalities (L MIs) . The

filters are obtained by solving the L MIs using convex optimization techniques. A numerical example shows the validity

of the proposed design approach.
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1 　引 　　言
　　众所周知 , 时滞是造成系统不稳定和性能下降

的主要因素[1 ] . 几十年来 ,随着网络技术的发展 , 被

控对象与控制器、滤波器通过网络连接而构成网络

化系统 , 出现了一类由于网络的传输带宽限制而引

起的信息传输时延. 这种网络通讯时延具有随机性

和时变性 , 使得这类系统的分析和综合变得十分复

杂. 近年来 ,学者们采用概率的方法描述这种随机时

延 , 取得了一些成果. 目前常用的描述方法有 :将随

机时滞的转移概率分布假设为相互独立的[2 ] ;将随

机时延看作已知概率分布的白噪声[3 ] ;采用有限维

的马尔可夫过程描述随机时延[4 ] ;采用取值为 0 和

1 的 Bernoulli 序列描述系统的随机时延[5 ] .

L 2 2L ∞滤波 (离散为 l2 2l ∞滤波) 是一种存在非

Guass 噪声输入的系统经常采用的滤波器设计指

标. 它是在假定系统的噪声输入为能量有界的信号

前提下设计滤波器 ,使得滤波误差系统具有一定的

L 2 2L ∞扰动衰减水平 ,即能量2峰值滤波. 这种准则

最早由 Wilson[6 ]提出 ,近年来学者们基于这种准则

开展了滤波器设计方法的研究[7 ,8 ] . 但对具有随机

通讯时延的网络化系统的 l2 2l ∞滤波问题的研究尚

未见报道.

本文研究系统测量数据具有一步随机通讯时延

的网络化系统的 l2 2l ∞滤波问题. 运用 L MI 方法 ,给

出了全阶滤波器存在的充分条件. 所设计的滤波器

使得滤波误差系统均方指数稳定且具有给定的 l2 2
l ∞性能.

2 　问题描述



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 22 卷

　　考虑如下线性离散系统 :

x ( k + 1) = A x ( k) + Bw ( k) ,

z ( k) = L x ( k) . (1)

其中 : x ( k) ∈Rn 为系统状态向量 ; w ( k) ∈Rm 为外

部扰动 ,属于 l2 [0 , ∞) ; z ( k) ∈Rp 为被估计状态 ;

A , B , L 为已知的实矩阵. 具有一步随机通讯时延的

测量输出描述为

y ( k) = Cx ( k) ,

ŷ ( k) = r( k) y ( k) + (1 - r( k) ) y ( k - 1) . (2)

其中 : y ( k) ∈R r 为系统测量输出向量 ; ŷ ( k) ∈R r

为滤波器得到的测量向量 ; C为已知的实矩阵 ;随机

变量 r( k) ∈R是一个满足Bernoulli 分布的序列 ,取

值为 0 和 1 ,其概率为

Prob{ r( k) = 1} = E{ r( k) } : = �r , (3)

Prob{ r( k) = 0} = 1 - E{ r( k) } : = 1 - �r. (4)

其中 �r 为已知的正数.

注 1 　一步随机通讯时延解释为 :当系统测量

数据在一个采样周期内到达时 , ŷ ( k) = y ( k) ;而系

统测量数据在 1 个采样周期至 2 个采样周期之间到

达时 , ŷ ( k) = y ( k - 1) . 可见 ,在第 k个采样周期内 ,

滤波器得到的系统测量输出为 y ( k) 的概率为 �r , y ( k

- 1) 的概率为 1 - �r.

设计如下 n 阶滤波器 :

x̂ ( k + 1) = A f x̂ ( k) + B f ŷ ( k) ,

ẑ ( k) = Cf x̂ ( k) . (5)

其中 : x̂ ( k) ∈Rn 表示状态估计 ; A f , B f , Cf 为要设

计的滤波器参数.

根据式 (1) , (2) 和 (5) , 可以得到如下增广系

统 :

x f ( k + 1) =

A cl x f ( k) + A dcl x f ( k - 1) + Bcl w ( k) ,

e( k) = z ( k) - ẑ ( k) = Ccl x f ( k) . (6)

其中

x f ( k) =
x ( k)

x̂ ( k)
,

A cl = A cl0 + ( r( k) - �r) A cl1 ,

A dcl = A dcl0 + ( r( k) - �r) A dcl1 ,

Ccl = [ L 　 - Cf ] ,

Bcl =
B

0
, A cl0 =

A 0

�rB f C A f

,

A cl1 =
0 0

B f C 0
,

A dcl0 =
0 0

(1 - �r) B f C 0
,

A dcl1 =
0 0

- B f C 0
.

　　本文的目标是设计形如式 (5) 的全阶滤波器 ,

使得 :

1) 在外部扰动 w ( k) = 0 的情况下 , 滤波误差

系统 (6) 是均方指数稳定的 ,即对所有 x f (0) ,存在λ

≥1 ,0 <τ< 1 ,有

E{ ‖x f ( k) ‖} ≤λτk E{ ‖x f (0) ‖2 } . (7)

　　2) 在零初始条件下 , 滤波误差系统 (6) 具有

l2 2l ∞ 性能γ(γ > 0) ,即

E{ ‖e( k) ‖2
∞} <

γ2 E{ ‖w ( k) ‖2
2 } , Πw ( k) ≠0 . (8)

其中

‖e( k) ‖2
∞ = sup

k
{ eT ( k) e( k) } ,

‖w ( k) ‖2
2 = ∑

∞

k = 0
w T ( k) w ( k) .

3 　主要结果
　　首先给出滤波误差系统 (6) 均方意义下指数稳

定且具有给定的 l2 2l ∞ 性能的充分条件 ; 然后给出

滤波器的设计方法.

定理 1 　给定γ> 0 ,如果存在正定对称阵 P和

R ,使得如下矩阵不等式成立 :

　

R - P 3 3 3 3
0 - R 3 3 3
0 0 - I 3 3

PA cl0 PA dcl0 PB cl - P 3
aPA cl1 aPA dcl1 0 0 - aP

< 0 , (9)

　
- P 3
Ccl - γ2 < 0 , (10)

其中 a = (1 - �r) �r ,那么系统 (6) 是均方意义下指数

稳定且具有给定的 l2 2l ∞ 性能.

证明 　 对于系统 (6) , 令 w ( k) = 0 . 取

L yap unov 函数为

V ( k) =

x T
f ( k) Px f ( k) + x T

f ( k - 1) Rx f ( k - 1) , (11)

其中 P 和 R 为正定对称阵. 那么

ΔV ( k) =

E{ V ( k + 1) | x ( k) , ⋯, x (0) ,

x̂ ( k) , ⋯, x̂ (0) } - V ( k) =

E{ x T
f ( k + 1) Px f ( k + 1) } +

x T
f ( k) Rx f ( k) - x T

f ( k) Px f ( k) -

x T
f ( k - 1) Rx f ( k - 1) =

( A cl0 x f ( k) + A dcl0 x f ( k -

1) ) T P( A cl0 x f ( k) + A dcl0 x f ( k - 1) ) +

E ( r( k) - �r) 2 ( Acl1 x f ( k) +

A dcl1 x f ( k - 1) ) T P( A cl1 x f ( k) +

A dcl1 x f ( k - 1) ) + x T
f ( k) ( R -
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　　　P) x f ( k) - x T
f ( k - 1) Rx f ( k - 1) =

　　　ηT ( k)Λη( k) . (12)

其中

Λ =

A T
cl0 PA cl0 +

aA T
cl1 PA cl1 - P + R

A T
cl0 PA dcl0 +

aA T
cl1 PA dcl1

A T
dcl0 PA cl0 +

aA T
dcl1 PA cl1

A T
dcl0 PA dcl0 +

aA T
dcl1 PA dcl1 - R

,

η( k) =
x f ( k)

x f ( k - 1)
,

a = E ( r( k) - �r) 2 = (1 - �r) �r.

　　由 Schur 补引理 ,式 (9) 等价于Λ < 0 , 因此有

　　　E{ V ( k + 1) } - V ( k) =

　　　ηT ( k)Λη( k) ≤

　　　 - λmin ( - Λ)ηT ( k)η( k) ≤

　　　 - αηT ( k)η( k) , (13)

其中 0 <α < λmin ( - Λ) . 必然存在 0 < α <ν,ν =

max{λmax ( P) ,λmax ( R) } ,从而有

E{ V ( k + 1) } - V ( k) ≤

- αV ( k) /ν= - ψV ( k) ,

其中 0 < ψ =α/ν< 1 . 又

μ‖η( k) ‖2 ≤V (η( k) ) ≤ν‖η( k) ‖2 , (14)

其中μ = min{λmin ( P) ,λmin ( R) } .

由文献[9 ] 的引理 1 , 可得

E{ ‖η( k) ‖2 } ≤

ν
μ

(1 - ψ) k E{ ‖η(0) ‖2 } , (15)

即

E{ ‖x f ( k) ‖2 } ≤E{ ‖η( k) ‖2 } ≤

ν
μ

(1 - ψ) k E{ ‖η(0) ‖2 } =

ν
μ

(1 - ψ) k E{ ‖x f (0) ‖2 } , (16)

那么系统 (6) 是均方意义下指数稳定的.

当 w ( k) ≠0 时 ,有

ΔV ( k) = E{ V ( k + 1) } - V ( k) =

ηT ( k)Λη( k) + 2 w T ( k)Γη( k) +

w T ( k) B T
cl PB cl w ( k) , (17)

其中Γ = [ B T
cl PA cl0 　B T

cl PA dcl0 ]. 那么

J = E{ V ( k) } - E{ ∑
k- 1

i = 0
w T ( i) w ( i) } . (18)

　　在零初始条件下 ,有

J = E{ V ( k) } - E{ V (0) } -

E{ ∑
k- 1

i = 0
w T ( i) w ( i) } =

∑
k- 1

i = 0

(ΔV ( i) - w T ( i) w ( i) ) . (19)

将式 (17) 代入 ,得

J = ∑
k- 1

i = 0
≅T ( i)Ψ≅( i) . (20)

其中 :≅( i) =
η( i)

w ( i)
,Ψ =

Λ ΓT

Γ B T
cl PB cl - I

.

由 Schur 补引理 ,式 (9) 成立 ,那么有 J < 0 ,即

　E{ V ( k) } - E{ ∑
k- 1

i = 0
w T ( i) w ( i) } < 0 . (21)

可得

E{ x T
f ( k) Px f ( k) } ≤E{ V ( k) } <

E{ ∑
k- 1

i = 0
w T ( i) w ( i) } . (22)

　　另外 ,由 Schur 补引理 ,式 (10) 等价于

CT
cl Ccl < γ2 P , (23)

那么 k > 0 时 ,有

E{ eT ( k) e( k) } = x T
f ( k) CT

cl Ccl x f ( k) <

γ2 x T
f ( k) Px f ( k) = γ2 E{ x T

f ( k) Px f ( k) } <

γ2 E{ ∑
k- 1

i = 0
w T ( i) w ( i) } ≤

γ2 E{ ∑
∞

i = 0
w T ( i) w ( i) } . (24)

由式 (24) ,显然有

sup
k

{ E{ eT ( k) e( k) } } <

γ2 E{ ∑
∞

i = 0
w T ( i) w ( i) } , (25)

即 E{ ‖e( k) ‖2
∞} < γ2 E{ ‖w ( k) ‖2

2 } . □

注 2 　定理 1 给出了系统测量输出具有一步随

机通讯时延的滤波误差系统 (6) 均方指数稳定且具

有给定的 l2 2l ∞性能的充分条件. 由于定理 1 运用了

L yap unov 的证明方法 ,仅给出了滤波器存在的充分

条件 ,这必然带来滤波器设计的保守性. 对于滤波器

存在的充分必要条件 ,是作者下一步研究的目标.

定理 2 　给定γ > 0 ,如果存在正定对称阵 R1 ,

R2 , Y 和 W ,矩阵 R3 , M , N , Z ,使得如下矩阵不等式

成立 :

R1 - W 3 3 3
RT

2 - W R 3 - Y 3 3
0 0 - R1 3
0 0 - RT

2 - R3

0 0 0 0

W A W A 0 0

YA + �rZC + M YA + �rZC bZC bZC

0 0 0 0

aZC a ZC - aZC - aZC

→
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←

3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

- I 3 3 3 3
W B - W 3 3 3
YB - W - Y 3 3
0 0 0 - aW 3
0 0 0 - aW - aY

< 0 , (26)

- W 3 3
- W - Y 3

L - N L - γ2 I

< 0 . (27)

其中 : a = (1 - �r) �r , b = 1 - �r. 那么系统 (6) 是均方

意义下指数稳定且具有给定的 l2 2l ∞ 性能. 此时滤

波器的参数为

A f = (W - Y) - 1 M ,

B f = (W - Y) - 1 Z , Cf = N . (28)

　　证明 　由定理 1 知 ,系统 (6) 是均方意义下指

数稳定且具有给定的 l2 2l ∞ 性能的充分条件是式

(9) 和 (10) 成立. 余下的证明类似于文献[10 ] 定理

3 . 1 的证明. □

注 3 　定理 2 给出了非 Gauss 噪声输入下的能

量 2峰值滤波器的设计方法. 它将系统 (1) l2 2l ∞ 滤

波器存在的充分条件转化为 2 个线性矩阵不等式的

可解问题 ,即可通过求解如下的凸优化问题来设计

l2 2l ∞ 滤波器 :

min
R1 , R2 , R3 , Y , W , M , N , Z ,δ

s. t . 式 (27) and (26)

δ= γ2 . (29)

相应滤波器的参数可由式 (28) 求取.

4 　仿真例子
　　系统参数如下 :

A =
0 . 4 0

0 . 1 0 . 5
, B =

0 . 2

1
,

C = [1 　2 ] , L = [2 　1 ] , �r = 0 . 6 .

　　利用 Matlab L MI Toolbox 对优化问题 (29) 进

行寻优 ,得到最优的γ = 0 . 556 4 时 ,有

R1 =
10 . 654 7 - 12 . 041 5

- 12 . 041 5 22 . 162 7
,

R2 =
5 . 041 1 - 5 . 871 0

- 4 . 529 7 13 . 345 5
,

R3 =
29 . 237 6 - 47 . 042 0

- 47 . 042 0 85 . 811 8
,

W =
26 . 353 0 - 32 . 327 4

- 32 . 327 4 61 . 106 8
,

Y =
139 . 595 6 - 210 . 529 8

- 210 . 529 8 374 . 926 4
,

M =
- 32 . 661 6 89 . 852 2

48 . 927 1 - 157 . 785 5
,

Z =
- 1 . 099 4

- 1 . 097 9
, N = [1 . 091 6 　0 . 619 4 ].

　　根据式 (28) 可求得滤波器的参数为

A f =
0 . 404 8 - 0 . 021 1

0 . 074 0 0 . 490 8
, B f =

0 . 143 0

0 . 084 7
,

Cf = [1 . 091 6 　0 . 619 4 ].

　　假设干扰输入

w ( k) =

1 ,20 ≤k < 30 ;

- 1 ,40 ≤k < 50 ;

0 ,其他.

　　在这样的干扰输入下 ,随机变量 r( k) 的实现如

图 1 所示. 由图 1 可得到系统和滤波器的状态 ,并可

算得

‖e( k) ‖∞ = sup
k

{ eT ( k) e( k) } = 0 . 753 6 ,

‖w ( k) ‖2 = ∑
∞

k = 0
w T ( k) w ( k) = 4 . 472 1 ,

那么

‖e( k) ‖∞/ ‖w ( k) ‖2 = 0 . 168 5 < 0 . 556 4 .

可见本文提出的设计方法是有效的.

　　　　　图 1 　随机变量 r ( k) , 外部干扰 w( k) ,

系统的状态和滤波器估计的状态

5 　结 　　论
　　本文研究了具有随机通讯时延的网络化系统的

l2 2l ∞滤波器设计问题. 采用 Bernoulli 分布的随机

变量来描述系统测量数据的一步随机通讯时延 ,利

用 L MI 方法给出了全阶滤波器存在的充分条件. 所

设计的滤波器使得滤波系统均方指数稳定且具有给

定的 l2 2l ∞性能. 本文方法可推广应用于不确定系统

的滤波器设计.

(下转第 219 页)
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进行了探讨 ,定义了区间直觉模糊数的一些运算法

则 ,提出了区间直觉模糊数的加权算术和加权几何

集成算子 ,并将它们应用于决策领域 ,为基于区间直

觉模糊信息的多属性决策问题提供了一条有效途

径. 从而不仅丰富和发展了区间直觉模糊集理论 ,而

且为促进其实际应用进行了有益的尝试.
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