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摘　要 : 现有最小二乘支持向量机回归的训练和模型输出的计算需要较长的时间 ,不适合在线实时训练.对此 ,提出

一种在线稀疏最小二乘支持向量机回归 ,其训练算法采用样本字典 ,减少了训练样本的计算量.训练样本采用序贯加

入的方式 ,适合在线获取 ,并且该算法在理论上是收敛的.仿真结果表明 ,该算法具有较好的稀疏性和实时性 ,可进一

步用于建模与实时控制等方面的研究.
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Abstract : Least square support vector machines regression without sparsity needs longer t raining time currently , and

is not adapted to online real2time training. A better method of online sparse least square support vector machines

regression ( SVMR) is proposed. Less t raining time is needed by using sample dictionary. The online SVMR whose

samples is available one by one by adding the samples sequentially is convergence theoretically. The simulation result

shows that the algorithm has a better sparsity and real2time performance and could be applied in modeling and real2
time control etc.
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1　引　　言
　　支持向量机 (SVM)以其模型简单、具有良好的

推广能力和全局最优解等特点 ,已应用于时间序列

建模与预测、非线性过程建模、智能控制与软测量等

方面的研究.然而 ,其基于二次规划的优化计算方法

不适合海量数据训练 ,更不适合在线训练所要求的

实时性.因此 ,为了从真正意义上将支持向量机用于

建模与控制领域 ,研究在线支持向量机是非常必要

的.在线训练一个突出的特点是支持向量机回归的

学习不是一次离线进行的 ,而是数据逐一加入 ,不断

进行的优化过程.而常规的 SVM 训练是所有样本

都一次性地加入并进行训练 ,或是批量加入 ,但本质

是所有样本都加入训练.在线学习方法要求在获得

下一个数据之前的间隔必须完成训练 ,否则会影响

下一步决策或任务的完成 ,因此这种算法更要考虑

训练的速度.增量学习算法是被研究较多的一种在

线学习算法[124 ] .序贯训练算法也是经常被采用的一

种在线训练算法[527 ] .

　　本文在介绍最小二乘支持向量机 (L S2SVM)的

基础上 ,针对最小二乘支持向量机不具有稀疏性的

特点 ,提出一种在线稀疏最小二乘支持向量机回归

(OS2L SSVMR) ,并对该算法的收敛性进行了分析.

2　最小二乘支持向量机回归
　　对于非线性样本数据 ( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ⋯,

( x i , y i ) , ⋯, ( x N , y N ) , x i , y i ∈ R ,采用最小二乘支

持向量机回归进行函数估计 ,优化问题就变成

min 1
2
‖w‖2 +γ∑

l

i = 1
e2

i , (1)

约束条件为

y i = wTφ( x i ) + b + ei , i = 1 ,2 , ⋯, N ,
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相应的 Lagrangian形式为

L =
1
2
‖w‖2 +γ∑

l

i = 1
e2

i +

∑
l

i = 1

αi { wTφ( x i ) + b + ei - y i } . (2)

由 KKT条件 ,有如下结果 :由 5L/ 5w = 0 ,得

w = ∑
N

i = 1

αiφ( x i ) ; (3)

由 5L/ 5b = 0 ,得

∑
N

i = 1

αi = 0 ; (4)

由 5L/ 5ei = 0 ,得

αi =γe i ; (5)

由 5L/ 5αi = 0 ,得

wφ( x i ) + b + ei - y i = 0 . (6)

在式 (2) 中采用式 (3) ～ (6) 消去 ei和 w 后 ,得到求

解最小二乘支持向量机的实现形式为

0 1T

1 Ω+γ- 1 I

b

α
=

0

�y
,

其中 : y = [ y1 , y2 , ⋯, y N ] , 1 = [1 ,1 , ⋯,1 ] ,α =

[α1 ,α2 , ⋯,αN ] , I为单位矩阵 , Ωij = K( x i , x j ) =

φ( x i )φ( x j ) , i , j = 1 ,2 , ⋯N , K( x i , x j ) 即为支持向

量机的核函数.求解可得

f ( x) = ∑
l

i = 1

αi K ( x i , x) + b.

由于没有ε不敏感区域 ,最小二乘支持向量机的解

没有稀疏性.一种解决最小二乘支持向量机解的稀

疏性的算法[8 ] 如下 :

　　Step1 : 采用 N 个样本点训练最小二乘支持向

量机 ;

　　Step2 : 从样本点中移去少量 |αi | 频谱中最小

值的样本点 (例如选取样本点中的 5 %) ;

　　Step3 : 在缩减的样本集中重新训练最小二乘

支持向量机 ;

　　Step4 : 返回 Step2 ,直到最小二乘支持向量机

的性能变差为止.

　　该方法可使最小二乘支持向量机的解具有稀

疏性 ,但需要对所有样本进行反复的优化 ,不适应快

速训练的需要.因此 ,本文提出一种在线稀疏最小二

乘支持向量机回归.

3　在线稀疏最小二乘支持向量机回归
　　在线稀疏最小二乘支持向量机回归算法采用

文献[9 ]中所定义的样本字典方法来解决最小二乘

支持向量机的稀疏性问题.

3 . 1　增强支持向量机解稀疏性的线性方法

　　定理 1　对于最小二乘支持向量机的解

f ( x) = ∑
l

i = 1

βi K ( x i , x) + b, (7)

若支持向量样本存在以下关系 :

K( x , x k ) = ∑
m

i = 1 , i≠k

c i K ( x , x i ) , (8)

其中 ci 为常系数 ,则式 (7) 可表示为

f ( x) = ∑
m

i = 1 , i≠k

β′i K ( x i , x) + b,

即第 k个支持向量样本 x k 被映射到高维空间后 ,线

性依赖于 m个 ( x1 , x2 , ⋯, x m ) 样本的支持向量 ,

则样本 x k 可从样本数据中移走.

　　证明 　将式 (8) 代入式 (7) ,有

f ( x) = ∑
m

i = 1 , i≠k

βi K ( x i , x) +

βk ∑
m

i = 1 , i≠k

c i K ( x i , x) + b ,

即

f ( x) = ∑
m

i = 1 , i≠k

(βi +βkc i ) K( x i , x) + b.

令β′i =βi +βkc i ,则有

f ( x) = ∑
m

i = 1 , i≠k

β′i K ( x i , x) + b. □

　　这样 ,支持向量 x k在新的支持向量机中就消失

了 ,从而减少了支持向量. 文献 [11 ] 采用该方法将

支持向量机训练结果的支持向量进行了缩减.

3 . 2　改变偏移项 b的形式

　　在线学习需要迭代计算 ,在式 (7) 中存在常数

项 b,不适合迭代优化计算 ,因此必须去掉.令φ′( x)

= (φ( x1 ) ,φ( x2 ) , ⋯,φ( x l ) ,λ) , w′= ( w1 , w2 , ⋯,

w l , b/λ) ,λ是一个常系数 ,即在支持向量中增加一

维 ,相应的权矢量也增加一维[6 ] .则式 (1) 变为

min 1
2
‖w′‖2 +γ∑

l

i = 1

ξ2i .

约束条件变为

y i = w′Tφ′( x i ) + ei , i = 1 ,2 , ⋯, N ,

这样 , 最小化 ‖w‖2 的问题就变成了最小化

‖w′‖2 = ‖w‖2 + b2 /λ2 .相应地 ,式 (4) 变为

f ( x) = ∑
m

i = 1 , i≠k

β′i K′( x i , x) ,

其中 K′( x i , x) = K( x i , x) +λ2 .为叙述方便 ,将β′i

和 K′( x i , x) 分别写成βi 和 K ( x i , x) .

3 . 3　线性相关性的判断

　　在序贯加入的支持向量机训练样本中 ,假定在

第 t + 1步训练样本加入之前 ,共有 t个样本加入到

训练样本中.

　　定义 1　样本字典 : ϖ x t ,将样本映射到高维空

间 ,即 x t → <( x t ) , 存在 m 个线性无关的基向量

331
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{ <( �x j ) } m
j = 1 满足以下条件 :

<( �x j ) - ∑
m

k = 1 , k≠j

a k <( �x k ) = 0 , (9)

当且仅当 a1 , a2 , ⋯, ak , ⋯, am等于 0时成立 ,则称这

m个样本基矢量组成的集合为样本字典.

　　根据定理 1 ,任何与字典里基矢量线性相关样

本的支持向量都可消去 ,这样便可用样本字典里的

样本代替所有训练样本 ,从而减少了训练样本和支

持向量.

　　在第 t步 ,新加入的样本 x t ,测试其与样本字典

里的基矢量是否线性相关.如果线性无关 ,则将其加

入到样本字典 ;如果线性相关 ,则不加入到字典里.

在线训练时 ,新字典样本的加入不能改变已有样本

的基矢量 ,否则重新计算基矢量会浪费大量的时间.

因此新样本基矢量采用贪婪方式加入[9 ] ,即直接加

入新样本的基矢量而不改变已有样本的基矢量.

　　在理论上应采用式 (9) 来判断新加入样本与字

典里样本的线性相关性 ,这样才能精确地判断相关

性.但如果采用式 (9) 进行线性相关性的判断 ,有可

能导致数值计算的不稳定[9 ] ,而且还会增加字典的

样本数.因此 ,采用以下近似的相关条件进行判断 :

δt = ‖<( x t ) - ∑
m

j = 1
at , j <( �x j ) ‖

2
≤υ,

其中υ为小的正常数.由上式得

δt =

<( x t ) <( x t )
T - 2<( x t ) ∑

m

j = 1
at , j <( �x j )

T +

∑
m

i = 1
∑
m

j = 1
at , i <( �x i ) at , j <( �x j )

T =

K( x t , x t ) - 2∑
m

j = 1

at , j K ( x t , �x j ) +

∑
m

i = 1
∑
m

j = 1
at , i a t , j K ( �x i , �x j ) ≤υ. (10)

最小化式 (10) 的左式 ,就可求出输入样本 x t的系数

at = ( at ,1 , at ,2 , ⋯, at , m ) .为了减少字典样本的数目 ,

适当降低 a t = ( at ,1 , at ,2 , ⋯, at , m ) 的精度 ,在式 (10)

中加入 l2 范数正则项ρ‖a t ‖2 .这样最小化式 (10)

的左边就变为

min K( x t , x t ) - 2∑
m

j = 1
at , j K ( x t , �x j ) +

∑
m

i = 1
∑
m

j = 1
at , i a t , j K ( �x i , �x j ) +ρ‖at ‖2 , (11)

其中ρ为正实常系数.令 [ �K] i , j = K( �x i , �x j ) , Ktt =

K( x t , x t ) , ( �Kt ) i = K( x t , �x i ) , i , j = 1 ,2 , ⋯, m.则式

(11) 可写为

min Ktt - 2 at �K t + aT
t a t �K +ρ‖a t ‖2 =

aT
t ( �K +ρI) at - 2 a t �Kt + Ktt .

解上式得

a t = ( �K +ρI) - 1 �Kt , (12)

相应地 ,

δt = Ktt - �Kt a t . (13)

将式 (12) 代入 (13) 即可求出δt .判断其是否小于υ,

如果不小于υ则将其加入样本库 ,否则不加入.对于

支持向量机而言 ,虽然这一步增加了计算量 ,但 �K
只与字典样本有关 ,并且已存储在内存里 ,因此每步

只需计算 Ktt = K( x t , x t ) , ( �Kt ) i = K( x t , �x i ) ,而且

字典样本数目较小 ,因而计算量也较小.

3. 4　OS2LSSVMR算法描述

　　定义 2　字典向量系数 �α = ATα, �α∈Rm ,α∈

R t ,在第 t步有 t个样本 ,设[ A] i , j = ai , j , i = 1 ,2 , ⋯,

t , j = 1 ,2 , ⋯, m ; [ K] i , j = K( x i , x j ) , i , j = 1 ,2 , ⋯,

t , 则当υ→0时 ,有 K →A�KA T .υ值通常很小 ,这里

取

K = A�KA T .

由定义 2和有关广义逆的知识[11 ] ,有

f = Kα = A�KA Tα = A�K�α. (14)

在线稀疏最小二乘支持向量机的训练算法采用序贯

训练方式来实现 ,Δ�α的更新公式为
Δ�α =ηA T (| y - f ) |·3 ( y - f ) ) , (15)

�α = �α+Δ�α. (16)

其中 : y = ( y1 , y2 , ⋯, y t )
T ,η是小的正学习速率常

数 ,“·3”表示矩阵相对应的元素相乘.

　　OS2L SSVMR算法如下 :

　　Step1 : 初始化.选择支持向量机核的种类及参

数以及设置初始参数υ和γ,设置初始样本库以及初

始α值等.

　　Step2 : 加入新样本.对于新加入的样本根据式

(12) 和 (13) 在特征空间判断其是否与样本字典向

量线性相关 ,如果不相关则将其加入样本字典.

　　Step3 : 采用式 (15) 和 (16) 来修改样本字典样

本的系数 �α = �α+Δ�α.

　　Step4 : 转 Step2 ,继续执行样本训练程序 ,直到

在线训练完成.

4　OS2LSSVMR收敛性分析
　　在线稀疏最小二乘支持向量机回归收敛性分

析需用到广义逆的有关知识.有关矩阵的广义逆方

面的知识详见文献[11 ].

4. 1　OS2LSSVMR收敛性分析

　　由式 (3) ～ (6) ,式 (2) 可表示为

max L (α) = -
1
2
αT Kα -

1
2γ
αTα+αT y. (17)

设 L (α) = L̂ (α̂) + �L ( �α) ,将α分解为两个正交的子

431
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空间α̂和 �α,其中

α̂ = AA+α, �α = ( I - AA + )α, (18)

A+ = ( AT A) - 1 AT 是 A的广义逆. 由式 (18) ,有α =

α̂+α,代入式 (17) 有

L (α) = -
1
2

(α̂+ �α) T K(α̂+ �α) -

1
2γ

(α̂+ �α) T (α̂+ �α) + (α̂+ �α) T y =

-
1
2
α̂T ( K +

1
γ)α̂ -

1
2
α̂T ( K +

1
γ) �α -

1
2

�αT ( K +
1
γ)α̂ -

1
2

�αT ( K +
1
γ) �α+ (α̂+ �α) T y.

因为α̂, �α是正交的 ,因此第 2项和第 3项为 0 ,所以

有

L̂ (α̂) = -
1
2
α̂T ( K +

1
γ)α̂+α̂T y , (19)

�L ( �α) = -
1
2

�αT ( K +
1
γ) �α + �αT y.

由式 (18) 和广义逆有关的知识 ,有

α̂ = AA +α = ( AA + ) Tα =

( A+ ) T ATα = ( A+ ) T �α, (20)

则将式 (20) 代入 (19) 得

�L (α̂) = -
1
2

�αT A+ ( K +
1
γ) ( A+ ) T �α+ �αT A+ y.

　　定理 2　对于足够小的η,按式 (15) 调节的α

值 ,使 L̂ 产生非负的变化 ,即

ΔL̂ = L̂ (α̂+Δα̂) - L̂ (α̂) ≥0 .

　　证明 　

5 ( L̂ (α̂) ) / 5α̂ =

- �K�α -
1
γA + ( A+ ) T �α+ A+ y =

- �K�α -
1
γA + ( A+ ) T ATα+ A+ y =

- �K�α - A+ ( A+ ) T AT �e + A+ y.

因为

A+ ( A+ ) T �α = A+ ( A+ ) T ATα =

γA + ( A+ ) T AT e , (21)

由式 (14) 有

�K�α = A+ f . (22)

由式 (21) 和 (22) 有

5 ( L̂ (α̂) ) / 5α̂ =

- A+ f - A+ ( A+ ) T AT e + A+ y =

A+ ( y - f ) - A+ ( A+ ) T AT ( y - f ) =

A+ ( y - f ) ( I - ( A+ ) T AT ) ,

ΔL̂ =Δ�αT (5 ( L̂ (α̂) ) / 5�α) -

　　 1
2
Δα̂T ( K +

1
γ)Δα̂.

由式 (15) ,当η足够小时 ,Δα̂就足够小 ,这样便可略

去Δα̂的高阶项 ,因此ΔL̂ ≈Δ�αT (5 ( L̂ (α̂) ) / 5�α) ,则

有

ΔL̂ ≈Δ�αT (5 ( L̂ (α̂) ) / 5�α) =

η(| y - f T |·3 ( y - f ) T ) AA + ( y -

f ) ( I - ( A + ) T ·3 AT ) =

η| y - f | T ( ( y - f ) T AA+ ( y -

f ) ) ( I - AA+ ) ≥0 ,

因为 AA+ 是半正定的 ,所以ΔL̂ ≥0成立. □

　　在每次学习期间 ,只有权值 �α被修改 ,而 �α没有
被修改 ,因此ΔL̂ 的变化相应于 L 的变化 ,即ΔL ≥

0 ,从而能保证 L 收敛到局部最大值.

　　在式 (17) 中 ,因为 ( K +γ- 1 I) 是半正定的 ,所以

L (α) 是一个线性约束下的凸二次优化函数.

　　定理 3　线性约束下凸二次优化函数的局部最

大就是全局最大.

　　证明 　假定式 (17) 有一个局部最优解α1 ,α2

是全局最优解 ,则 L (α2 ) > L (α1 ) .构造一条直线 ,

将α1 ,α2 连接起来 ,设α(λ) = (1 -λ)α1 +λα2 ,因为

约束是线性的 ,所以在直线上的点都是凸二次优化

函数的解 ,则有

L (α(λ) ) > L (α1 ) .

与原假设矛盾 ,所以原命题成立. □

4. 2　OS2LSSVMR算法的特点与性能分析

　　OS2L SSVMR算法具有如下特点 :

　　1) 具有较好的稀疏性.传统的 L S2SVM回归不

具有稀疏性 ,文献 [8 ]改进的 L S2SVM 虽然具有稀

疏性 ,但其算法需要反复训练.

　　2) 该算法的复杂度是训练过程中时间的函数 ,

而其训练时间与参加训练的样本数目和算法结构有

关. OS2L SSVMR算法的结构与L S2SVM相类似 ,只

是训练样本不同 ,因而两者复杂度的比较取决于训

练样本的数目. L S2SVM算法的复杂度为 O( l) , l为

样本的总数 ,而 OS2L SSVMR的复杂度为 O( m) , m

为样本字典的样本数目.通常 , m ν l ,所以后者的复

杂度较低.

　　3) 采用贪婪方式序贯加入新样本 ,也就是后加

入的样本不影响旧样本的矩阵 A , K, �K的参数 ,适

合在线训练.

5　仿真实验及分析
　　采用在线稀疏最小二乘支持向量机回归拟合

Sinc函数 sin ( x) / x来说明 OS2L SSVMR的特性 , x

∈[ - 10 ,10 ]. OS2L SSVMR的参数选择如下 :RBF

核函数 ,σ= 3 ,υ= 0 . 001 ,γ= 0 ,η= 0 . 02 ;与其相比

较的是稀疏在线贪吃支持向量回归 (SO G2SVR) 和

序贯支持向量回归 (SEQ2SV R) . SO G2SV R 的参数
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选择如下 :RBF核函数 ,σ= 3 ,υ= 0 . 001 ,γ= 0 ,η=

η3 = 0 . 01 , C = ∞,ε= 0 . 001 . SEQ2SVR的参数选

择如下 :RBF核函数 ,σ= 3 ,η=η3 = 0 . 01 , C = ∞,

ε= 0 . 001 .采用两个实验来说明 OS2L SSVMR拟合

的效果.

　　第 1个实验的样本数据输入 x ∈[ - 10 ,10 ]是

随机产生的正态分布数据.在没有噪声干扰的情况

下 , 样本数据集的大小从 1 个数据开始 , 对于

SO G2SV R和 OS2L SSVMR数据集的大小逐渐增加

到 500 ,对于 SEQ2SV R 数据集的大小逐渐增加到

270 .每个训练集模拟在线训练时采用样本数据逐一

加入的训练方式 ,其训练结果如图 1～图 3所示.图

1表示的是随着样本数目的增加 ,3种支持向量机回

归的均方误差MSE的对数值 (lg (MSE) ) 变化趋势.

由图可知 ,在没有噪声干扰的情况下 , SEQ2SV R具

有最快的收敛速度和最好的收敛精度 , 其次是

OS2L SSVMR ,最后是 SO G2SV R.图 2表示的是 3种

训练方式所用的时间.可以看出 ,SEQ2SVR训练需

要的 时 间增 长 速 度 远远 超 过 SO G2SV R 和

OS2L SSVMR ,OS2L SSVMR和 SO G2SV R都具有较

快的训练速度 ,但 OS2L SSVMR比 SO G2SVR须消

耗的 时 间更 少. 图 3 表 示 的 是 SO G2SVR ,

OS2L SSVMR和 SEQ2SV R训练结果中支持向量数

占总样本数的百分比. 由图可知 ,OS2L SSVMR 和

SO G2SV R具有较好的稀疏性.

图 1　无噪声的 MSE的对数值

图 2　无噪声训练所消耗的时间

　　第 2个实验的样本数据输入 x ∈[ - 10 ,10 ]是

随机产生的正态分布数据.固定样本数据集的大小 ,

对于 SO G2SV R和 OS2L SSVMR数据集的大小为

图 3　支持向量数占训练样本总数的比值

500 ,对于 SEQ2SV R数据集的大小逐渐为 270.加入

均值为 0的白噪声 ,噪声的偏差从 0. 01逐渐增加到

1 ,增量为 0. 01.模拟在线训练时采用样本数据逐一

加入的训练方式 ,实验结果如图 4和图 5所示.由图

可知 ,随着噪声偏差的增加 ,SEQ2SVR的拟合效果

比 OS2L SSVMR和 SO G2SV R的效果差 ,训练时间

更长 ,说明 OS2L SSVMR对 SO G2SVR抗噪声能力

较 SEQ2SVR强 ,即具有较好的鲁棒性.

图 4　有噪声的均方误差 MSE的对数值

图 5　有噪声训练的时间

　　图 6和图 7是关于回归的实际效果图.从图中

可以看出 ,在噪声较小的情况下3种算法的效果相

近 ,但在噪声较大的情况下S EQ2SV R效果较差 ,

图 6　噪声方差为 0. 1回归的实际效果图
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图 7　噪声方差为 0. 5回归的实际效果图

OS2L SSVMR相对 SO G2SVR效果较好.

6　结 　　语
　　最小二乘支持向量机回归将传统支持向量机回

归的不等式约束变成等式约束 ,使传统支持向量机

的二次规划优化方法变成了解线性方程的优化方

法 ,然而这种方法不具有稀疏性.在线稀疏最小二乘

支持向量机回归方法采用样本字典的方法大大减少

了支持向量数目 ,使最小二乘支持向量机具有较好

的稀疏性.与 SO G2SVR相比 ,在线稀疏最小二乘支

持向量机回归在收敛速度上具有稍好的效果 ,但需

调整的参数较少 ,使用起来相对简单 ,因而可进一步

应用于在线实时建模与控制等方面的研究.
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