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不确定线性 22D离散系统的鲁棒滑模控制
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(哈尔滨工业大学 空间控制与惯性技术研究中心 , 哈尔滨 150001)

摘　要 :针对不确定线性离散二维 (22D)系统 ,研究了其鲁棒稳定性、鲁棒镇定和鲁棒滑模控制问题.基于线性矩阵不

等式的方法推导了该系统鲁棒渐近稳定的充分条件 ,并给出了系统状态反馈镇定器和理想滑动模态存在的充分条

件.改进了离散时间滑模控制系统的趋近律方法 ,使得状态能够到达滑模面上产生理想的滑动模态 ,并将其推广应用

到 22D离散系统中 ,综合了一类滑模控制器保证闭环系统鲁棒渐近稳定.仿真实例证实了该设计方法的有效性.
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Abstract : For a class of uncertain linear two2dimensional (22D) discrete2time systems , the problems of robust stability

analysis , state feedback robust stabilization and robust sliding mode control is concerned. A sufficient condition is

proposed for robust asymptotic stability of the autonomic system in terms of linear matrix inequality (L MI) . Based on

that condition , some sufficient conditions are also developed for the existence of stabilization controller and ideal

sliding mode. Moreover , the reaching law method used for one2dimensional (12D) discrete2time systems is further

extended and improved to investigate the sliding mode controller (SMC) design for 22D discrete2time system. A SMC

is synthesized by using the extended reaching law method , which guarantees the closed2loop system robust and

asymptotically stable. A numerical example illust rates the effectiveness of the proposed design scheme.
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1　引　　言
　　滑模变结构控制由于具有较强的鲁棒性而受到

学者的广泛关注.在近 20 年中 ,滑模控制已成功应

用于各个实际工程系统中 ,如机器人手臂控制、挠性

空间飞行器控制、电力发动机控制和空间机器人控

制等.一般而言 ,滑模控制借助一类切换控制使得系

统的状态轨迹到达预定的滑模面上产生滑动模态 ,

而另一方面又通过设计适当的滑模面使得该滑动模

态具有希望的特性 ,如稳定性、抗干扰性和跟踪性

等.近年来 ,有关滑模控制的理论研究有很多文献报

道 ,如滑模控制不确定时滞系统[123 ]、滑模控制离散

时间系统[4 ,5 ]、滑模输出反馈控制问题[ 628 ]等.以上研

究均为滑模控制一维系统 ,而针对二维系统的相关

结果还较少见到 ,因此有必要进行推广性的研究.

　　近年来 ,二维离散系统的研究受到广泛关注 ,在

图像处理和传输、热处理和水流加热等实际应用中

得到了广泛的应用.文献 [ 9 ,10 ]研究了其稳定性问

题 ,文献[11 ,12 ]研究了其控制器设计和滤波器设计

问题 ;文献[ 13 ]进一步探讨了其模型降阶问题.但二

维系统的滑模控制还较少得到研究.

　　本文研究了一类不确定线性离散时间二维 (22
D)系统的稳定性分析、状态反馈鲁棒镇定和鲁棒滑

模控制问题.首先基于线性矩阵不等式的方法推导

了该自治系统鲁棒渐近稳定的充分条件 ,并在此基
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础上给出系统状态反馈镇定器和理想滑动模态存在

的充分条件.改进了离散时间系统的趋近律方法 ,并

将其推广到 22D离散系统的滑模控制器设计上.改

进的趋近律使得系统状态能够到达滑模面上产生理

想的滑动模态.最后综合一类滑模控制器 ,保证闭环

系统鲁棒渐近稳定.仿真实例进一步证实了该设计

方法的有效性.

2　问题描述与准备知识
　　考虑如下 22D线性离散时间系统 :

x h ( i + 1 , j)

x v ( i , j + 1)
= ( A +ΔA)

x h ( i , j)

x v ( i , j)
+ B u ( i , j) .

(1)

其中 : x h ( i , j) ∈Rn1 , x v ( i , j) ∈Rn2 分别为系统水平

和垂直方向的状态向量 ; u( i , j) ∈Rm 为控制输入 ;

A , B 为给定的系统常值矩阵 ;ΔA 为参数不确定性 ,

假定其范数有界且ΔA = M F ( i , j) N , M和 N 为已

知的常矩阵 , F( i , j) 为未知实矩阵函数且满足

FT ( i , j) F( i , j) ≤ I.

　　令 x ( i , j) = [ ( x h ( i , j) ) T 　( x v ( i , j) ) T ]T .边界

条件 ( X0 , R0 ) 定义为

X0 =

[ ( x h (0 ,0) ) T 　( x h (0 ,1) ) T 　( x h (0 ,2) ) T 　⋯

( x v (1 ,0) ) T 　( x v (1 ,0) ) T 　( x v (2 ,0) ) T 　⋯]T ,

R0 =

{ r(0 ,0) 　r(0 ,1) 　⋯　r(0 ,0) 　r(1 ,0) 　⋯} .

　　对边界条件作如下假设 :

　　假设 1　假设边界条件满足

lim
N→∞∑

N

k = 0

(| x h (0 , k) | 2 +| x v ( k ,0) | 2 ) < ∞.

　　定义 1　二维离散系统 (1) 称为鲁棒渐近稳定

的 ,如果对于任意的边界条件 ( X0 , R0 ) 满足假设 1

使得 lim
i+ j→∞

| x ( i , j) | 2 = 0成立.

　　本文研究 3个问题 :

　　1) 自治系统 (1) (令 B ≡0) 的鲁棒稳定性分析.

　　2) 为系统 (1) 寻求无记忆状态线性反馈镇定控

制器 u( i , j) = Kx ( i , j) ,使得闭环系统鲁棒渐近稳

定 (鲁棒镇定问题) .

　　3) 设计滑模面和滑模控制器 ,推导滑模面存在

的充分条件 ,进一步设计控制器使闭环系统鲁棒渐

近稳定 (滑模控制问题) .

　　引理 1[3 ] 　给定矩阵 Q = QT , R = RT > 0和

适当维数的矩阵 M , N ,则

Q + M F ( t) N + N T FT ( t) M T < 0 .

　　对于任意满足 FT ( t) F( t) ≤R的 F ( t) 成立的

充要条件是存在ε> 0使得

Q +ε- 1 MM T +εN T RN < 0 .

3　主要结论
3 . 1　鲁棒稳定性分析

　　考虑自治系统 (1) ,令 B ≡0 ,有

x h ( i + 1 , j)

x v ( i , j + 1)
= ( A +ΔA)

x h ( i , j)

x v ( i , j)
. (2)

　　引理 2[11 ] 　系统 (2) (当ΔA = 0) 渐近稳定的

充分条件是存在矩阵 Y = diag{ Y h 　Y v } > 0使得以

下线性矩阵不等式成立 :

- Y YA T

3 - Y
< 0 . (3)

　　引理 3　系统 (2) 鲁棒渐近稳定的充分条件为

存在矩阵 Y = diag{ Y h 　Y v } > 0和标量ε> 0使得

以下线性矩阵不等式成立 :

- Y YA T Y N T

3 - Y +εM M T 0

3 3 -εI

< 0 . (4)

　　引理 3可由引理 2应用引理 1直接得到.

3 . 2　状态反馈鲁棒镇定

　　本小节应用引理 3的稳定条件来讨论系统 (1)

的鲁棒镇定问题.设计如下状态反馈控制 :

u( i , j) = Kx ( i , j) , K ∈Rm×n . (5)

将式 (5) 代入系统 (1) 中 ,得到闭环系统为

x h ( i + 1 , j)

x v ( i , j + 1)
= ( A + B K +ΔA)

x h ( i , j)

x v ( i , j)
.

(6)

　　鉴于引理 3的鲁棒稳定条件 ,容易得到闭环系

统 (6) 的鲁棒稳定条件.

　　定理 1　闭环系统 (6) 为鲁棒可镇定的充分条

件为存在矩阵 Y = diag{ Y h 　Y v } > 0 , X和标量ε>

0 使得以下线性矩阵不等式成立 :

- Y ( A Y + B X ) T Y N T

3 - Y +εM M T 0

3 3 -εI

< 0 . (7)

状态反馈镇定控制器为

u( i , j) = Kx ( i , j) = X Y - 1 x ( i , j) .

　　证明 　将条件 (4) 中的矩阵 A替换为 A + B K

并由 K = X Y - 1 可直接得到条件 (7) . □

3 . 3　鲁棒滑模控制

　　本节重点讨论鲁棒滑模控制不确定离散 22D

系统 (1) .首先对趋近律的方法进行推广和改进.高

为炳[14 ] 给出一维离散时间变结构控制系统的趋近

律为

s ( k + 1) = (1 - qT) s ( k) -εT sgn s ( k) . (8)

其中 : T为采样时间 ,ε> 0为趋近率 , q > 0为近似率

且 1 - qT > 0 .该趋近律不能保证系统状态轨迹最

终趋近于滑模面上产生理想的滑动模态 ,只能进入
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一个以滑模面为中心的边界层里面作等幅振动 ,因

此有必要对其进行改进.这里 ,选择如下趋近律 :

s ( k + 1) =

(1 - qT) s ( k) - Ts2 ( k) sgn s ( k) . (9)

　　定理 2　趋近律 (9) 能够保证系统状态轨迹最

终到达滑模面上产生理想的滑动模态.

　　证明 　由式 (9) 可得到

s ( k + 1) =

(1 - qT) s ( k) - Ts2 ( k) sgn s ( k) =

(1 - qT) s ( k) -
Ts3 ( k)

| s ( k) |
=

( (1 - qT) -
Ts2 ( k)

| s ( k) | ) s ( k) =ρs ( k) , (10)

其中ρ= (1 - qT) - Ts2 ( k) / | s ( k) | .可知只有当

|ρ| < 1 , 即 | s ( k) | > s2 ( k) T/ (2 - qT) 时

| s ( k) | →0 . 而当 | s ( k) | = s2 T/ (2 - qT) 时 ,有 s ( k

+ 1) = - s ( k) ,即系统轨迹进入一个边界层里面 ,

该边界层即为 s ( k) =±s2 T/ (2 - qT) .但随着 s ( k)

→0 ,该边界层也趋近于零.因此说该趋近律能够使

得系统状态轨迹进入滑模面上 ,从而渐近趋近于原

点. □

　　下面将该趋近律 (9) 扩展到研究二维离散系

统 ,设计为

sh ( i + 1 , j)

sv ( i , j + 1)
=

1 - q1 T 0

0 1 - q2 T

sh ( i , j)

sv ( i , j)
+

Ts h2 ( i , j) 0

0 Ts v2 ( i , j)

sgn sh ( i , j)

sgn sv ( i , j)
. (11)

　　证明该趋近律的可到达性与上文证明一维系

统的过程相同 ,这里略去.下面将应用该趋近律来设

计二维离散时间系统的滑模控制器.假设对原系统

进行模型转换 ,使得系统 (1) 具有所谓的“标准形

式”,可另写为

x h ( i + 1 , j)

x v ( i , j + 1)
=

A 1 +ΔA 1 A 2 +ΔA 2

A 3 +ΔA 3 A 4 +ΔA 4

x h ( i , j)

x v ( i , j)
+

B1

0n2×m
u h ( i , j) +

0 n1×m

B2

uv ( i , j) . (12)

其中 : A 1 ∈ Rn1×n1 , A 2 ∈ Rn1×n2 , A 3 ∈ Rn2×n1 , A 4 ∈

Rn2×n2 , B1 ∈Rn1×m , B2 ∈Rn2×m .设不确定性为
ΔA 1 ΔA2

ΔA 3 ΔA4

=
M1

M2

F( i , j) [ N 1 , N 2 ]. (13)

　　为得出本节结论 ,引入如下两个假设 :

　　假设 2　矩阵对 ( A , B) 是可控的.

　　假设 3　矩阵 B1 , B2 是列满秩的且 n1 > m , n2

> m.

　　根据以上假设可知存在非奇异矩阵 T1和 T2使

得

T1 B1 =
0 ( n1 - m) ×m

�B 1

, T2 B2 =
0 ( n2 - m) ×m

�B 2

. (14)

其中 �B 1 ∈Rm×m和 �B 2 ∈Rm×m为非奇异矩阵.为方便

研究 ,选择如下模型转换矩阵 :

T1 = [U2 　U1 ]T , T2 = [V 2 　V 1 ]T .

其中 :U1 ∈Rn1×m ,U2 ∈Rn1×( n1 - m)
,V 1 ∈Rn2×m ,V 2 ∈

Rn2×( n2 - m)
.有如下奇异值分解 :

B1 = [U1 　U2 ]
Σ

0 ( n1 - m) ×m
W T

1 ,

B2 = [V 1 　V 2 ]
Π

0 ( n2 - m) ×m
W T

2 .

其中 :Σ∈Rm×m和Π∈Rm×m为对角阵且为正定对称

的 , W 1 ∈Rm×m 和 W 2 ∈Rm×m 为酉阵.

　　通过状态变换 z ( i , j) = diag{ T1 , T2 } x ( i , j) ,

系统 (12) 具有如下标准形式 :

z h
1 ( i + 1 , j)

z h
2 ( i + 1 , j)

z v
1 ( i , j + 1)

z v
2 ( i , j + 1)

=

�A 111 �A 112 �A 211 �A 212

�A 121 �A 122 �A 221 �A 222

�A 311 �A 312 �A 411 �A 412

�A 321 �A 322 �A 421 �A 422

z h
1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

+

Δ�A 111 Δ�A 112 Δ�A 211 Δ�A 212

Δ�A 121 Δ�A 122 Δ�A 221 Δ�A 222

Δ�A 311 Δ�A 312 Δ�A 411 Δ�A 412

Δ�A 321 Δ�A 322 Δ�A 421 Δ�A 422

z h
1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

+

0 ( n1 - m) ×m

�B 1

0 ( n2 - m) ×m

0m×m

u h ( i , j) +

0 ( n1 - m) ×m

0m×m

0 ( n2 - m) ×m

�B 2

uv ( i , j) . (15)

其中

z h
1 ( i , j) ∈Rn1 - m , z h

2 ( i , j) ∈Rm ,

z v
1 ( i , j) ∈Rn2 - m , z v

2 ( i , j) ∈Rm ,

�A 111 = U T
2 A 1 U2 , �A 112 = U T

2 A 1 U1 ,

�A 211 = U T
2 A 2 V 2 , �A 212 = U T

2 A 2 V 1 ,

�A 311 = V T
2 A 3 U2 , �A 312 = V T

2 A 3 U1 ,

�A 411 = V T
2 A 4 V 2 , �A 412 = V T

2 A 4 V 1 ,

Δ�A 111 = U T
2 �M1 F( i , j) �N 1 U2 ,

Δ�A 112 = U T
2 �M1 F( i , j) �N 1 U1 ,
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Δ�A 211 = U T
2 �M1 F( i , j) �N 2 V 2 ,

Δ�A 212 = U T
2 �M1 F( i , j) �N 2 V 1 ,

Δ�A 311 = V T
2 �M2 F( i , j) �N 1 U2 ,

Δ�A 312 = V T
2 �M2 F( i , j) �N 1 U1 ,

Δ�A 411 = V T
2 �M2 F( i , j) �N 2 V 2 ,

Δ�A 412 = V T
2 �M2 F( i , j) �N 2 V 1 ,

�B 1 =ΣW T
1 , �B 2 =ΠW T

2 ,

�M1 = T1 M1 , �M2 = T2 M2 ,

�N 1 = N 1 T - 1
1 , �N 2 = N2 T - 1

2 .

　　设计如下线性切换函数 :

sh ( i , j) = [ C1 　I ]
z h

1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

, (16)

sv ( i , j) = [ C2 　I ]
z v

1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

. (17)

其中 C1 ∈Rm×( n1 - m) 和 C2 ∈Rm×( n2 - m) 为待定实矩阵.

当系统状态轨迹到达滑模面 sh ( i , j) = 0和 sv ( i , j)

= 0上时 ,产生滑动模态可描述为

z h
1 ( i + 1 , j)

z v
1 ( i , j + 1)

=

[ �A 1 +Δ�A 1 - ( �A 2 +Δ�A 2 ) C]
z h

1 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

.

(18)

其中

ΔA
～

1 =
ΔA

-
111 ΔA

-
211

ΔA
-

311 ΔA
-

411

= �M F ( i , j) �N 1 ,

ΔA
～

2 =
ΔA

-
112 ΔA

-
212

ΔA
-

312 ΔA
-

412

= �M F ( i , j) �N 2 ,

A
～

1 =
A
-

111 A
-

211

A
-

311 A
-

411

, A
～

2 =
A
-

112 A
-

212

A
-

312 A
-

412

,

C =
C1 0

0 C2

, �M : =
U T

2 �M1

V T
2 �M2

,

�N 1 : = [ �N 1 U2 　�N 2 V 2 ] ,

�N 2 : = [ �N 1 U1 　�N 2 V 1 ].

　　以下定理给出滑动模态 (18) 鲁棒渐近稳定的

充分条件 ,也称之为滑动模态存在条件.

　　定理 3　滑动模态 (18) 鲁棒渐近稳定的充分

条件为存在矩阵 y = diag{ yh , yv } > 0 , x = diag{ xh ,

xv } 和标量ε> 0使得以下线性矩阵不等式成立 :

- y ( �A 1 y - A
～

2 x) T ( �N 1 y - �N 2 x) T

3 - y +ε�M �M T 0

3 3 - εI

< 0 .

(19)

切换函数 (16) 和 (17) 可表示为

sh ( i , j) = xh y - 1
h z h

1 ( i , j) + z h
2 ( i , j) ,

sv ( i , j) = xv y - 1
v z v

1 ( i , j) + z v
2 ( i , j) . (20)

　　证明 　系统 (18) 可写为

z h
1 ( i + 1 , j)

z v
1 ( i , j + 1)

= ( Â +ΔÂ )
z h

1 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

. (21)

其中

Â : = A
～

1 - A
～

2 C ,

ΔÂ : =ΔA
～

1 - ΔA
～

2 C = �M F ( i , j) �N ,

�N : = �N 1 - �N 2 C

　　应用引理 2可以得到系统 (18) 鲁棒渐近稳定

的条件为存在矩阵 y = diag{ yh , yv } > 0和标量ε>

0使得

- y y ( �A 1 - A
～

2 C) T y( �N 1 - �N 2 C) T

3 - y +ε�M �M T 0

3 3 -εI

< 0 .

(22)

其中 : yh ∈R( n1 - m) ×( n1 - m)
, yv ∈R( n2 - m) ×( n2 - m)

.进一步 ,

式 (2) 中令 Cy = x ,可以得到式 (19) .由等式 Cy = x

可以看出 x为对角块矩阵 ,因此可以用 x = diag{ xh ,

xv } 来表示. □

　　下面进行滑模变结构控制器的设计 ,使系统状

态轨迹能够在有限时间内到达预定的滑模面上 ,并

始终保持在上面直到趋近于系统原点.根据式 (11) ,

(15) , (16) 和 (17) 可得到

sh ( i + 1 , j) = [ C1 　I ]
z h

1 ( i + 1 , j)

z h
2 ( i + 1 , j)

=

[ C1 　I ]
A
-

111 A
-

112 A
-

211 A
-

212

A
-

121 A
-

122 A
-

221 A
-

222

z h
1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

+

ΔA
-

111 ΔA
-

112 ΔA
-

211 ΔA
-

212

ΔA
-

121 ΔA
-

122 ΔA
-

221 ΔA
-

222

z h
1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

+

0 ( n1 - m) ×m

�B 1

uh ( i , j) =

(1 - q1 T) sh ( i , j) - Ts h2 ( i , j) sgn sh ( i , j) , (23)

sv ( i , j + 1) = [ C2 　I ]
z v

1 ( i , j + 1)

z v
2 ( i , j + 1)

=

[ C2 　I ]
A
-

311 A
-

312 A
-

411 A
-

412

A
-

321 A
-

322 A
-

421 A
-

422

z h
1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

+

151



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 22 卷

　
ΔA

-

311 ΔA
-

312 ΔA
-

411 ΔA
-

412

ΔA
-

321 ΔA
-

322 ΔA
-

421 ΔA
-

422

z h
1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

+

　
0 ( n2 - m) ×m

�B 2

uv ( i , j) =

　(1 - q2 T) sv ( i , j) - Ts v2 ( i , j) sgn sv ( i , j) . (24)

　　在式 (23) 和 (24) 中

A
-

121 = U T
1 A 1 U2 , A

-

122 = U T
1 A 1 U1 ,

A
-

221 = U T
1 A 2 V 2 , A

-

222 = U T
1 A 2 V 1 ,

A
-

321 = V T
1 A 3 U2 , A

-

322 = V T
1 A 3 U1 ,

A
-

421 = V T
1 A 4 V 2 , A

-

422 = V T
1 A 4 V 1 ,

ΔA
-

121 = U T
1 �M1 F( i , j) �N 1 U2 ,

ΔA
-

122 = U T
1 �M1 F( i , j) �N 1 U1 ,

ΔA
-

221 = U T
1 �M1 F( i , j) �N 2 V 2 ,

ΔA
-

222 = U T
1 �M1 F( i , j) �N 2 V 1 ,

ΔA
-

321 = V T
1 �M2 F( i , j) �N 1 U2 ,

ΔA
-

322 = V T
1 �M2 F( i , j) �N 1 U1 ,

ΔA
-

421 = V T
1 �M2 F( i , j) �N 2 V 2 ,

ΔA
-

422 = V T
1 �M2 F( i , j) �N 2 V 1 .

因此 ,根据式 (23) 和 (24) 可以求得相应的滑模控制

器为

uh ( i , j) =

- �B - 1
1 { C1 [ A

-

111 z h
1 ( i , j) + A

-

112 z h
2 ( i , j) +

A
-

211 z v
1 ( i , j) + A

-

212 z v
2 ( i , j) ] + C1 [ΔA

-

111 z h
1 ( i , j) +

ΔA
-

112 z h
2 ( i , j) +ΔA

-

211 z v
1 ( i , j) +ΔA

-

212 z v
2 ( i , j) ] +

A
-

121 z h
1 ( i , j) + A

-

122 z h
2 ( i , j) + A

-

221 z v
1 ( i , j) +

A
-

222 z v
2 ( i , j) +ΔA

-

121 z h
1 ( i , j) +ΔA

-

122 z h
2 ( i , j) +

ΔA
-

221 z v
1 ( i , j) +ΔA

-

222 z v
2 ( i , j) -

(1 - q1 T) sh ( i , j) + Ts h2 ( i , j) sgn sh ( i , j) } , (25)

uv ( i , j) =

- �B - 1
2 { C2 [ A

-

311 z h
1 ( i , j) + A

-

312 z h
2 ( i , j) +

A
-

411 z v
1 ( i , j) + A

-

412 z v
2 ( i , j) ] + C2 [ΔA

-

311 z h
1 ( i , j) +

ΔA
-

312 z h
2 ( i , j) +ΔA

-

411 z v
1 ( i , j) +ΔA

-

412 z v
2 ( i , j) ] +

A
-

321 z h
1 ( i , j) + A

-

322 z h
2 ( i , j) + A

-

421 z v
1 ( i , j) +

A
-

422 z v
2 ( i , j) +ΔA

-

321 z h
1 ( i , j) +ΔA

-

322 z h
2 ( i , j) +

ΔA
-

421 z v
1 ( i , j) +ΔA

-

422 z v
2 ( i , j) -

(1 - q2 T) sv ( i , j) + Ts v2 ( i , j) sgn sv ( i , j) } . (26)

　　考虑到控制器 (25) 和 (26) 中含有不确定性 ,在

实际应用中是不能实现的 ,因此 ,根据不确定的范数

有界性可得到如下新的控制器 :

　uh ( i , j) =

　 - �B - 1
1 { C1 [ A

-

111 z h
1 ( i , j) + A

-

112 z h
2 ( i , j) +

　A
-

211 z v
1 ( i , j) + A

-

212 z v
2 ( i , j) ] +

　| C1 U T
2 �M1 �N 1 U2 z h

1 ( i , j) | +

　| C1 U T
2 �M1 �N 1 U1 z h

2 ( i , j) | +

　| C1 U T
2 �M1 �N 2 V 2 z v

1 ( i , j) | +

　| C1 U T
2 �M1 �N 2 V 1 z v

2 ( i , j) | +

　A
-

121 z h
1 ( i , j) + A

-

122 z h
2 ( i , j) +

　A
-

221 z v
1 ( i , j) + A

-

222 z v
2 ( i , j) +

　| U T
1 �M1 �N 1 U2 z h

1 ( i , j) | +

　| U T
1 �M1 �N 1 U1 z h

2 ( i , j) | +

　| U T
1 �M1 �N 2 V 2 z v

1 ( i , j) | +

　| U T
1 �M1 �N 2 V 1 z v

2 ( i , j) | -

　(1 - q1 T) sh ( i , j) + Ts h2 ( i , j) sgn sh ( i , j) } , (27)

　uv ( i , j) =

　 - �B - 1
2 { C2 A

-

311 z h
1 ( i , j) + A

-

312 z h
2 ( i , j) +

　A
-

411 z v
1 ( i , j) + A

-

412 z v
2 ( i , j) ] +

　| C2 V T
2 �M2 �N 1 U2 z h

1 ( i , j) | +

　| C2 V T
2 �M2 �N 1 U1 z h

2 ( i , j) | +

　| C2 V T
2 �M2 �N 2 V 2 z v

1 ( i , j) | +

　| C2 V T
2 �M2 �N 2 V 1 z v

2 ( i , j) | +

　A
-

321 z h
1 ( i , j) + A

-

322 z h
2 ( i , j) +

　A
-

421 z v
1 ( i , j) + A

-

422 z v
2 ( i , j) +

　| V T
1 �M2 �N 1 U2 z h

1 ( i , j) | +

　| V T
1 �M2 �N 1 U1 z h

2 ( i , j) | +

　| V T
1 �M2 �N 2 V 2 z v

1 ( i , j) | +

　| V T
1 �M2 �N 2 V 1 z v

2 ( i , j) | -

　(1 - q2 T) sv ( i , j) + Ts v2 ( i , j) sgn sv ( i , j) } . (28)

　　定理 4　在控制器 uh ( i , j) 和 uv ( i , j) 的共同作

用下 ,系统状态轨迹能在有限时间内到达预定的滑

模面上 ,并始终保持在其上 ,直到趋近于系统原点.

　　证明 　首先证明水平方向状态的趋近情况.由

Δsh ( i , j) = sh ( i + 1 , j) - sh ( i , j) =

C1 z h
1 ( i + 1 , j) + z h

2 ( i + 1 , j) - sh ( i , j) =

C1 [ A
-

111 z h
1 ( i , j) + A

-

112 z h
2 ( i , j) + A

-

211 z v
1 ( i , j) +

A
-

212 z v
2 ( i , j) ] + C1 [ΔA

-

111 z h
1 ( i , j) +ΔA

-

112 z h
2 ( i , j) +

ΔA
-

211 z v
1 ( i , j) +ΔA

-

212 z v
2 ( i , j) ] + A

-

121 z h
1 ( i , j) +

A
-

122 z h
2 ( i , j) + A

-

221 z v
1 ( i , j) + A

-

222 z v
2 ( i , j) +

ΔA
-

121 z h
1 ( i , j) +ΔA

-

122 z h
2 ( i , j) +ΔA

-

221 z v
1 ( i , j) +

ΔA
-

222 z v
2 ( i , j) + �B 1 uh ( i , j) , (29)
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将式 (27) 代入 (29) ,可得
Δsh ( i , j) ≤- q1 Ts h ( i , j) -

Ts h2 ( i , j) sgn sh ( i , j) . (30)

进一步可推出

lim
sh ( i , j) →0 +
Δsh ( i , j) < 0 ,

lim
sh ( i , j) →0 -
Δsh ( i , j) > 0 . (31)

因此 ,根据滑模面到达条件可知 ,控制器 uh ( i , j) 能

使系统水平方向状态轨迹到达并保持在预定的滑模

面 sh ( i , j) = 0上 ,直到趋近于系统原点.垂直方向

状态的趋近情况由控制器 uv ( i , j) 来保证.其证明同

水平方向一样 ,这里为避免不必要的重复 ,省略证明

过程.综上 ,定理 4得证. □

　　定理 4给出了滑模面的可到达性结论.从上面

的分析可以看出 ,两个控制器 uh ( i , j) 和 uv ( i , j) 分

别用来控制水平方向和垂直方向的状态.

4　仿真实例
　　考虑系统 (1) 并已知以下矩阵 :

A =

0 . 65 - 0 . 25 0 . 25 - 0 . 30

- 0 . 20 0 . 75 - 0 . 30 0 . 15

0 . 45 0 . 20 0 . 60 0 . 25

0 . 25 - 0 . 30 - 0 . 75 0 . 40

,

B =

1

0

2

0

, M =

0 . 010 0 . 020

0 . 015 0 . 005

0 . 001 0 . 012

0 . 009 0 . 014

,

F( i , j) =
sin ( i + j) 0

0 cos ( i + j)
,

N =
0 . 002 0 . 005 0 . 011 0 . 009

0 . 010 0 . 001 0 . 003 0 . 010
,

T1 = T2 =
0 1

1 0
.

　　对原系统作模型变换 z ( i , j) = diag{ T1 ,

T2 } x ( i , j) ,使得其具有如下所谓的“标准形式”:

z h
1 ( i + 1 , j)

z h
2 ( i + 1 , j)

z v
1 ( i , j + 1)

z v
2 ( i , j + 1)

=

0 . 75 - 0 . 20 0 . 15 - 0 . 30

- 0 . 25 0 . 65 - 0 . 30 0 . 25

- 0 . 30 0 . 25 0 . 40 - 0 . 75

0 . 20 0 . 45 0 . 25 0 . 60

z h
1 ( i , j)

z h
2 ( i , j)

z v
1 ( i , j)

z v
2 ( i , j)

+

�M F ( i , j) �N +

0

1

0

0

uh ( i , j) +

0

0

0

2

uv ( i , j) .

其中

�M =

0 . 015 0 . 005

0 . 010 0 . 020

0 . 009 0 . 014

0 . 001 0 . 012

,

�N =
0 . 005 0 . 002 0 . 009 0 . 011

0 . 001 0 . 010 0 . 010 0 . 003
.

　　定义水平和垂直方向的切换函数分别为 sh ( i ,

j) = c1 z h
1 ( i , j) + z h

2 ( i , j) 和 sv ( i , j) = c2 z v
1 ( i , j) +

z v
2 ( i , j) ,可得到形如式 (18) 的滑动模态方程 ,其中

A
～

1 =
0 . 75 0 . 15

- 0 . 30 0 . 40
, A
～

2 =
- 0 . 20 - 0 . 30

0 . 25 - 0 . 75
,

ΔA
～

1 = �M1 F( i , j) �N 1 ,ΔA
～

2 = �M F ( i , j) �N 2 ,

�M =
0 . 010 0 . 020

0 . 001 0 . 012
, �N 1 =

0 . 002 0 . 011

0 . 010 0 . 003
,

�N 2 =
0 . 005 0 . 009

0 . 001 0 . 010
, C =

c1 0

0 c2

.

　　利用Matlab2L MI控制箱中的 feasp (·) 函数对

定理 3中的 L MI (18) 求解 ,得到ε= 101 . 409 9和

y =
87 . 529 1 0

0 101 . 379 9
,

x =
- 192 . 071 3 0

0 - 53 . 568 3
.

因此 , 求得切换函数 (16) , (17) 的参数 c1 =

- 2 . 194 4和 c2 = - 0 . 528 4 .根据式 (27) 和 (28) 可

得到

uh ( i , j) =

- { - 2 . 194 4[0 . 75 z h
1 ( i , j) - 0 . 20 z h

2 ( i , j) +

0 . 15 z v
1 ( i , j) - 0 . 30 z v

2 ( i , j) ] - 0 . 25 z h
1 ( i , j) +

0 . 65 z h
2 ( i , j) - 0 . 30 z v

1 ( i , j) + 0 . 25 z v
2 ( i , j) +

10 - 4 ×[4 . 827 7 | z h
1 ( i , j) | +

1 . 536 1 | z h
2 ( i , j) | +

3 . 730 5 | z v
1 ( i , j) | + 6 . 363 8 | z v

2 ( i , j) | +

0 . 800 | z h
1 ( i , j) | + 0 . 800 | z h

2 ( i , j) | +

1 . 800 | z v
1 ( i , j) | + 1 . 850 0 | z v

2 ( i , j) | ] -

0 . 5sh ( i , j) + sh2 ( i , j) sgn sh ( i , j) }

为水平方向控制器 ,垂直方向控制器为

uv ( i , j) =

- 0 . 5{ - 0 . 528 4[ - 0 . 30 z h
1 ( i , j) +

0 . 25 z h
2 ( i , j) + 0 . 40 z v

1 ( i , j) - 0 . 75 z v
2 ( i , j) ] +

0 . 20 z h
1 ( i , j) + 0 . 45 z h

2 ( i , j) + 0 . 25 z v
1 ( i , j) +

0 . 60 z v
2 ( i , j) + 10 - 4 ×[0 . 644 65 | z h

1 ( i , j) | +

0 . 089 83 | z h
2 ( i , j) | + 0 . 248 35 | z v

1 ( i , j) | +

0 . 681 64 | z v
2 ( i , j) | + 1 . 580 | z h

1 ( i , j) | +

0 . 590 0 | z h
2 ( i , j) | + 1 . 410 | z v

1 ( i , j) | +
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　2 . 210 | z v
2 ( i , j) | ] - 0 . 5sv ( i , j) +

　sv2 ( i , j) sgn sv ( i , j) } .

　　这里 ,为进一步减弱系统中固有的抖振现象 ,

用 sh ( i , j) / ( ‖sh ( i , j) ‖ + 0 . 01) 来 替 代

sgn sh ( i , j) ; 用 sv ( i , j) / ( ‖sv ( i , j) ‖+ 0 . 01) 来替

代 sgn sv ( i , j) .图 1～图 4给出了闭环系统的状态

响应曲线 ,从图中可以看出闭环系统鲁棒渐近稳定

于原点 ,达到预期目的.

图 1　状态 x1 ( i , j) 的响应曲线

图 2　状态 x2 ( i , j) 的响应曲线

图 3 状态 x3 ( i , j) 的响应曲线

图 4　状态 x4 ( i , j) 的响应曲线

5　结 　　语
　　本文针对一类线性不确定离散时间二维系统 ,

研究了其鲁棒稳定性、鲁棒镇定和鲁棒滑模控制问

题.基于线性矩阵不等式的方法给出了非受控系统

鲁棒渐近稳定的充分条件 ,并在其基础上研究了状

态反馈鲁棒镇定问题.着重研究了鲁棒滑模控制问

题 ,首先在改进一维离散系统趋近律的基础上 ,推广

它在二维离散系统滑模控制器设计中的具体应用 ;

然后给出了系统理想滑动模态存在的充分条件 ;最

后设计一类滑模控制器使得系统状态渐近趋近于原

点.仿真实例进一步证实了该方案的有效性.
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图 5　折扣代价优化曲线

好的优化效果.

5　结 　　论
　　综上所述 ,通过 SMDP的等价α2一致 Markov

链的单个样本轨道 ,并以性能势的 TD (λ)学习作为

策略评估手段 ,可以构造平均和折扣两种性能准则

下统一的神经元动态规划 Actor算法.算法实现中 ,

选择不同的折扣因子 ,可得到不同折扣准则或平均

准则下的 (次)最优策略参数 ,且计算机保存的数据

相对较少 ,起到了克服“维数灾”的作用.进一步 ,可

以建立两种准则下统一的性能势参数化即时差分公

式 ,并运用两个不同的神经元网络逼近结构分别表

示性能势和策略参数 ,构造基于性能势参数学习的

Actor2Critic算法.
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