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一类具有变时滞不确定分布参数系统的滑动模控制
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摘　要 : 研究一类不确定变时滞分布参数系统的滑动模控制问题.首先设计一种无记忆功能的变结构控制器 ;然后

分析了在滑动模切换面上滑动模控制系统关于不确定量的不变性特征 ;最后给出了从任意初始位置出发的轨线到达

滑动模态区的时间估计.研究表明 ,所设计的控制器结构简单 ,容易实现.
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Abstract : The sliding mode control problems of a class of uncertain dist ributed parameter systems with time2varying

delay are investigated. A non2memory variable st ructure controller is designed. The invariant characteristic about

uncertainties of the sliding mode control system on the sliding surface is analysed and the approximate time estimate

f rom any initial state to sliding manifolds is obtained. Experimental result s show the simple stucture and the feasibility

of the proposed controller.
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1　引　　言
　　变结构控制理论及应用研究在近 20年来 ,受到

国内外控制界的普遍重视.由于它具有滑动模的不

变性 ,即系统一旦进入滑动模运动 ,在一定条件下 ,

就对外界干扰及系统参数变化具有不变性[123 ] ,已广

泛应用于机器人、飞行器、电力动力系统过程控制等

许多领域 ,成为研究不确定控制对象的一个重要手

段.自 20世纪 80年代 ,Orlov 等[4 ]提出热加工过程

中的抛物型系统的控制模型 ,并设计了变结构控制

器以来 ,分布参数系统的变结构控制研究受到了众

多学者的关注. 1998 年 ,刘永清等[5 ]对一类滞后分

布参数系统给出了变结构控制器的设计方案.近年

来 ,崔宝同等[6 ,7 ]又对直接由偏微分方程所描述的

时滞分布参数系统滑动模控制进行了研究.然而 ,关

于直接由偏微分方程所描述的不确定时滞分布参数

系统滑动模控制的研究工作甚少.文献[8 ]研究了一

类常时滞不确定分布参数系统的变结构控制问题 ,

设计了包含有时滞项的变结构控制器.含有时滞项

的控制器通常会给实际的工程设计带来难度 ,增加

设计成本 ,同时 ,实际控制系统的时滞问题大多是时

变的 ,因此 ,本文研究一类较为一般的变时滞不确定

分布参数系统的变结构控制问题.首先设计了无记

忆功能的变结构控制器 ;然后分析了在滑动模切换

面上 ,滑动模控制系统关于不确定量的不变性特征 ;

最后给出了从任意初始位置出发的轨线到达滑动模

态区的时间估计.

2　系统模型的描述及主要引理
　　本文考虑不确定时滞分布参数控制系统

5w ( x , t)
5 t

=

DΔw ( x , t) + ( A +δA ( t) ) w ( x , t) +

Gw ( x , t - τ( t) ) + Bu ( x , t) (1)
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的变结构控制问题.这里 ( x , t) ∈Ω×R+ , D ≥0 ,0

<τ( t) <τ; A , G和 B 是已知的具有相应阶数的常

数矩阵 ;矩阵 B是列满秩的 ;δA ( x , t) 为不确定项 ;Ω

= { x , ‖x‖< l < ∞} ∈Rm是具有光滑边界 5Ω的
有界区域 ; w ( x , t) ∈Rn , u( x , t) ∈ Rm 分别是状态

函数和控制函数 ;Δ = ∑
m

i = 1

52

5 x2
i
为Ω上的 Laplace扩

散算子.

考虑初边值条件

　w ( x , t) = <( x , t) , ( x , t) ∈Ω×[ - τ,0 ] , (2)

　w ( x , t) = 0 , ( x , t) ∈5Ω×[ - τ, + ∞) , (3a)

　5w ( x , t)
5 N

= 0 , ( x , t) ∈5Ω×[ - τ, + ∞) . (3b)

其中 : N 是 5Ω上的单位外法向量 , <( x , t) 是适当的

光滑函数.

根据已知条件 ,可设 det ( B2 ) ≠0 ,其中 B =

B1

B2

, B1 ∈R
( n- m) ×m , B2 ∈Rm×m .对系统 (1) 作非奇

异线性变换 Tp ( x , t) = w ( x , t) ,其中

T - 1 =
In- m - B1 B - 1

2

0 Im

.

显然 T - 1 B =
0

B2

,于是状态方程转化为

5 p ( x , t)
5 t

= DΔp ( x , t) + A p ( x , t) +

Gp ( x , t - τ( t) ) +

δA ( t) p ( x , t) + B u ( x , t) . (4)

其中

D = T - 1 D T = D , A = T - 1 A T ,

G = T - 1 GT ,δA ( t) = T - 1δA ( t) T ,

B = T - 1 B = (0　B2 ) T .

再记

�A =
A 11 A 12

A 21 A 22

, G =
G11 G12

G21 G22

,

δA ( t) =
δA 1 ( t)

δA 2 ( t)
=
δA 11 ( t) δA 12 ( t)

δA 21 ( t) δA 22 ( t)
.

其中

A 11 , G11 ,δA 11 ( t) ∈R
( n- m) ×( n- m)

,

A 12 , G12 ,δA 12 ( t) ∈R
( n- m) ×m ,

δA 1 ( t) ∈R
( n- m) ×n ,δA 2 ( t) ∈Rm×n ,

A 21 , G21 ,δA 21 ( t) ∈Rm×( n- m)
,

A 22 , G22 ,δA 22 ∈Rm×m .

这样系统 (4) 可转化为

5 p1 ( x , t)
5 t

= DΔp1 ( x , t) + A 11 p1 ( x , t) +

A 12 p2 ( x , t) + G11 p1 ( x , t - τ( t) ) +

G12 p2 ( x , t - τ( x) ) +

δA 1 ( t) p ( x , t) ,

5 p2 ( x , t)
5 t

= DΔp2 ( x , t) + A 21 p1 ( x , t) +

A 22 p2 ( x , t) + G21 p1 ( x , t - τ( t) ) +

G22 p2 ( x , t - τ( t) ) +

δA 2 ( t) p ( x , t) + B2 u( x , t) . (5)

其中 : p1 ( x , t) ∈Rn- m , p2 ( x , t) ∈Rm .由文献[6 ]易

知 ,δA 2 ( t) 满足下面引理中的匹配条件 :

引理 1　对于时变不确定矩阵δA 2 ( t) ,总存在

矩阵ζ( t) ∈Rm×n ,满足匹配条件

δA 2 ( t) = B2ζ( t) . (6)

　　由此 ,可设 ‖ζ( t) p ( x , t) ‖≤γ.并假设时变不

确定矩阵具有如下结构 :

δA 1 ( t) = H F ( t) E. (7)

其中 : H , E为常数矩阵 ,不确定矩阵 F( t) ∈R r1×r2 ,

满足关系式 FT ( t) F( t) ≤ I.这里 I为具有相应阶数

的单位矩阵 ,要求 E的秩满足

rank ( E) = max{rank (δA 1 ( t) ) } ,

而且 H和 F ( t) 没有零行向量和零列向量.本文将用

到下面的引理 :

引理 2　假设 X , Y ∈Rn .如果 FT ( t) F( t) ≤I ,

则有

2 X T F( t) Y < X T X + Y T Y .

　　设切换函数为

S ( x , t) = Cp ( x , t) = C1 p1 ( x , t) + C2 p2 ( x , t) ,

(8)

其中 : C1 ∈ Rm×( n- m)
, C2 ∈ Rm×m 皆为待定矩阵. 于

是 ,切换面为

S0 = Cp ( x , t) = C1 p ( x , t) + C2 p ( x , t) = 0 .

(9)

当选取 C2 为可逆矩阵时 , 则有 p2 ( x , t) =

- C- 1
2 C1 p1 ( x , t) . 代入式 (5) ,可得滑动模方程为

5 p1 ( x , t) / 5 t =

DΔp1 ( x , t) + A 11 p1 ( x , t) -

A 12 C- 1
2 C1 p1 ( x , t) + G11 p1 ( x , t - τ( t) ) -

G12 C- 1
2 C1 p1 ( x , t - τ( x) ) +

δA 11 ( t) p1 ( x , t) - δA 12 ( t) C- 1
2 C1 p1 ( x , t) . (10)

3　滑动模控制器的设计
　　定理 1　假设系统 (1) 的不确定项满足匹配条

件 (6) ,如果存在矩阵 C ,使得滑动系数匹配条件

rank ( CT ) = rank ( CT | ET ) (11)

成立 ,并且矩阵 C2 B2 是可逆的 ,则选取无记忆功能

的滑动模控制器为

u( x , t) =

- ( C2 B2 ) - 1 C1 ( A 11 p1 ( x , t) + A 12 p2 ( x , t) ) -

433
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( C2 B2 ) - 1 C2 ( A 21 p1 ( x , t) + A 22 P2 ( x , t) ) -

0 . 5 ( C2 B2 ) - 1 ( C1 H H T CT
1 S ( x , t) + ET ES ( x , t) ) -

α( C2 B2 ) - 1 S ( x , t) + ( C2 B2 ) - 1 um ( x , t) -

( C2 B2 ) - 1ρ S ( x , t)
‖S ( x , t) ‖σ

(12)

时 ,整个切换面 S0 为滑动模态区.其中

um ( x , t) = - γ B T
2 CT

2 S ( x , t)

‖B T
2 CT

2 S ( x , t) ‖
, (13)

α- D ≥‖C G
-

C
-
‖, (14)

E = EC , CC = I , (15)

ρ> 0 ,σ> 0 .

　　证明 　令

Φ( x , t) = S T ( x , t)ΔS ( x , t) - S T ( x , t) S ( x , t) ,

x ∈Ω,

由式 (5) ～ (8) ,对 S ( x , t) ≠0 ,有

S T ( x , t)
5S ( x , t)

5 t
=

S T ( x , t) ( C1
5 p1 ( x , t)

5 t
+ C2

5 p2 ( x , t)
5 t ) =

DS T ( x , t)ΔC1 p ( x , t) +

S T ( x , t) C1 [ A 11 p1 ( x , t) + A 12 p2 ( x , t) ] +

C1 G11 p1 ( x , t - τ( t) ) + S T ( x , t) C1 G12 p2 ( x ,

t - τ( t) ) + S T ( x , t) C1 H F ( t) Ep ( x , t) +

DS T ( x , t)ΔC2 p2 ( x , t) +

DS T ( x , t)ΔC2 p2 ( x , t) +

S T ( x , t) C2 [ A 21 p1 ( x , t) + A 22 p2 ( x , t) ] +

S T ( x , t) C2 G21 p1 ( x , t - τ( t) ) +

S T ( x , t) C2 G22 p2 ( x , t - τ( t) ) +

S T ( x , t) C2 B2ζ( t) p ( x , t) +

S T ( x , t) C2 B2 ( x , t) .

由式 (13) 及 ‖ζ( x , t) p ( x , t) ‖≤γ,当 S ( x , t) ≠0

时 ,有 S T ( x , t) [ C2 B2ζ( t) p ( x , t) + C2 B2 um ] ≤0 .从

而 , 由式 (15) , (12) 并利用引理 2 ,得到

S T ( x , t) 5S ( x , t)
5 t

≤

DΦ( x , t) - (α- D) S T ( x , t) S ( x , t) +

S T ( x , t) CG
-

C
-

S ( x , t - τ( t) ) . (16)

　　下面证明对任意 x ∈Ω,有Φ( x , t) ≤0 .为此 ,

引入辅助函数

V ( x , t) =

S T ( x , t) S ( x , t) +

‖CG
-

C
-
‖∫

t

0
S T ( x , s) S ( x , s) ds -

‖CG
-

C
-
‖∫

t

0
S T ( x , s - τ( s) ) S ( x , s - τ( s) ) ds.

(17)

沿式 (16) 对上式求导 ,则有

5
5 t

V ( x , t) =

2 S T ( x , t)
5
5 t

S ( x , t) +

‖CG
-

C
-
‖S T ( x , t) S ( x , t) -

‖CG
-

C
-
‖S T ( x , t - τ( t) ) S ( x , t - τ( t) ) ≤

2 DΦ( x , t) - 2 (α- D) S T ( x , t) S ( x , t) +

2‖CG
-

C
-
‖S T ( x , t) S ( x , t) . (18)

记 　　 　Ω1 = { x | Φ( x , t) > 0 , x ∈Ω} ,

　　　　　Ω2 = { x | Φ( x , t) ≤0 , x ∈Ω} .

假设Ω1是非空的 ,显然有Φ( x , t) = 0 , x ∈5Ω1 ,5Ω1

= (5Ω ∩5Ω1 ) ∪ (Ω ∩5Ω1 ) .于是有

0 <∫Ω1

Φ( x , t) d t =

∫Ω1

S T ( x , t)ΔS ( x , t) d x -

∫Ω1

S T ( x , t) S ( x , t) d x =

S T ( x , t) ¨S ( x , t) | 5Ω1 -

∫Ω1

¨S T ( x , t) ¨S ( x , t) ds -

∫Ω1

S T ( x , t) S ( x , t) ds. (19)

对任意 x ∈5Ω1 = (5Ω∩5Ω1 ) ∪(Ω∩5Ω1 ) ,显然

x ∈5Ω ∩5Ω1 ,或者 x ∈Ω∩5Ω1 .

1) 若 x ∈5Ω∩5Ω1 ,则 x ∈5Ω.于是 ,利用边值

条件 (3a) 可得 S T ( x , t) ¨S ( x , t) | Ω1 = 0 ,这与式

(19) 矛盾.

2) 若 x ∈Ω∩5Ω1 ,则 x ∈5Ω1 .由于Φ( x , t) =

0 ( x ∈5Ω1 ) ,则从Φ( x , t) 的定义 ,得ΔS ( x , t) =

S ( x , t) , x ∈5Ω1 ,将其代入式 (18) ,得

5
5 t

V ( x , t) ≤

- 2 (α- D) S T ( x , t) S ( x , t) +

2‖CG
-

C
-
‖S T ( x , t) S ( x , t) , x ∈5Ω1 . (20)

记 Y ( x , t) = S T ( x , t) S ( x , t) , x ∈5Ω1 , t ∈ [ - τ,

+ ∞) . 因此 ,结合式 (16) 与 (19) ,对任意 x ∈5Ω1 , t

≥0 ,有

Y ( x , t) ≤

Y ( x ,0) exp{ - [2 (α- D) - ‖CG
-

C
-
‖] t} +

‖CG
-

C
-
‖∫

t

0
exp{ - [2 (α- D) -

‖CG
-

C
-
‖( t - s) ]} Y ( x , s - τ( s) ) ds. (21)

由式 (14) 得

‖C G
-

C
-
‖

2 (α- D) - ‖C G
-

C
-
‖

< 1 ,

533
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于是存在 k > 0 ,使得函数

g ( t) = 1 -
‖C G

-
C
-
‖eτt

2 (α- D) - ‖C G
-

C
-
‖ - t

在区间[0 , k) 上连续 ,并且 0 < g ( t) < 1 .现在取定

一个 q ∈ (0 , k) ,使得

2 (α- D) - ‖CG
-

C
-
‖ - q > 0 .

　　式 (21) 两端同乘以 eqt ,当 x ∈5Ω1 , t ≥0时 ,有

　　Y ( x , t) eqt ≤

　　Y ( x ,0) + (1 - g ( q) ) sup
-τ≤s≤t

{ Y ( x , s) eqs } , (22)

于是 ,由函数 sup
-τ≤s≤t

{ Y ( x , s) eqs } 的性质 ,有

sup
-τ≤s≤t

{ Y ( x , s) eqs } ≤

2 sup
-τ≤s≤0

{ Y ( x , s) eqs } +

(1 - g ( q) ) sup
-τ≤s≤t

{ Y ( x , s) eqs } ≤

2
g ( q)

sup
-τ≤s≤0

{ Y ( x , s) eqs } . (23)

从而 ,当 x ∈5Ω1 , t ≥0时 ,有

Y ( x , t) ≤2e - q t

g ( q)
sup

-τ≤s≤0
{ Y ( x , s) eqs } . (24)

所以 lim
t→+∞

Y ( x , t) = 0 , x ∈5Ω1 .又因为ΔS ( x , t) =

S ( x , t) , x ∈5Ω1 ,故有

lim
t→+∞
‖ΔS ( s , t) ‖ = lim

t→+∞
‖S ( x , t) ‖ = 0 ,

x ∈5Ω1 .

因此 ,当 x ∈5Ω1 ,且 t充分大时 , ‖ΔS ( x , t) ‖是充

分小的.从而 ¨S ( x , t) 在 x ∈5Ω1 ×[0 , + ∞) 上是

有界的.于是 ,当 t充分大时 , S T ( x , t) ¨S ( x , t) | 5Ω1

可以充分小.这与式 (18) 矛盾.所以集合Ω1是空集.

这就证明了对任意的 x ∈Ω,有Φ( x , t) ≤0 .

对于 s ( x , t) ≠0 ,注意到对任意的 x ∈Ω,有

Φ( x , t) ≤0 ,则由式 (16) 可得

S T ( x , t) 5S ( x , t)
5 t

≤

(α- D) ‖S ( x , t) ‖( ‖C G
-

C
-
‖

α- D
‖S ( x , t -

τ( t) ) ‖ - ‖S ( x , t) ‖) . (25)

另外 ,结合式 (24) ,当 x ∈Ω, t ≥0时 ,有

‖S ( x , t - τ( t) ) ‖2 = Y ( x , t - τ( t) ) ≤

2e -τq

g ( q)
sup

-τ≤s≤0
{ Y ( x , s) eqs } ≡ ( H ( x) ) 2 .

又由式 (25) ,当 x ∈Ω, t ≥0时 ,可得 ‖S ( x , t) ‖≤

H ( x) .取 r = ‖C G�C‖/ (α- D) ,由定理的已知条

件可知 0 < r < 1 .进而可得

1
α- D
‖C G�C‖‖S ( x , t - τ( t) ) ‖≤ rH ( x) .

(26)

　　以下与文献 [5 ] 类似 ,采用递推方法 ,不难证

明 :当 ‖S ( x , t) ‖> 0时 ,有 S T ( x , t)
5S ( x , t)

5 t
< 0 .

限于篇幅 ,不作详细证明.从而整个切换面 S0 为滑

动模态区. □

4　滑动模控制系统的不变性特征
　　定理 2　设变时滞不确定分布参数控制系统

(4) 的不确定项满足匹配条件 (6) 和滑模系数匹配

条件 (11) ,则在滑动模切换面 S0 上 ,滑动模控制系

统 (4) 关于不确定量具有不变性.

证明 　参照文献[7 ]的方法 , 此定理即可类似

得证.详细过程略. □

上述分析表明 ,在定理 2的条件下 ,滑动模方程

变为

5 p ( x , t)
5 t

= DΔp1 ( x , t) +

( A 11 - A 12 C- 1
2 C1 ) p1 ( x , t) +

( G11 - G12 C- 1
2 C1 ) p1 ( x , t - τ( t) ) .

(27)

显然 ,此时滑动模方程 (27) 与不确定量无关. 滑动

模方程 (27) 的渐近稳定性分析见文献[6 ].

5　到达滑动模态区的时间估计
　　定理 3　从任意初始位置 p ( x ,0) 出发的轨线

p ( x , t) 均于有限时间 T内到达滑动模态区 S 0上 ,且

时间 T有如下估计 :

T <
1
σρ‖C1 P1 ( x ,0) + C2 P2 ( x ,0) ‖σ.

　　证明 　参照文献[5 ]的方法 , 此定理即可类似

得证.详细过程略. □

6　结 　　论
　　本文利用辅助函数方法 ,研究了一类变时滞不

确定分布参数控制系统的变结构控制器问题.设计

了无记忆功能的滑动模控制器 ,分析了在滑动模切

换面上 ,滑动模控制系统关于不确定量具有不变性

特征 ,给出了从任意初始状态出发的轨线于有限时

间内到达滑动模态的时间估计.相对文献 [ 8 ]而言 ,

所研究的系统具有一般性 ,设计的控制器结构简单、

容易实现.
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