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摘　要 : 基于一类广义 Sylvester矩阵方程的解 ,提出了二阶线性系统的全维 PI观测器设计参数化方法 ,给出了该类

观测器的增益矩阵和左特征向量矩阵的参数化表达式.该观测器设计的参数化方法直接基于二阶线性系统的参数矩

阵 ,不涉及系统的变换或增广.数值例子表明了所提方法的简单有效性.
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Abstract : Based on the solutions to a kind of generalized Sylvester equations , a parametric method to design full2order

PI observers is p roposed. The parametric expressions for the gain matrices and the lef t eigenvector matrix of the full2
order PI observers are presented. The original system data is utilized directly and manipulations are involves only in 22
dimensional matrices. An example shows the effectiveness and simpleness of the proposed method.
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1　引　　言
　　在由状态空间表示的定常线性系统理论的研究

中 ,很多控制律都是通过状态和状态函数来实现的 ,

但由于外界干扰等原因使得这些状态不能直接测

量.解决这个问题的方法是通过观测器来构造状态

或状态函数 ,然后再用这些估计状态来实现控制律.

观测器理论[1 ,2 ]自提出以来一直备受广大学者的重

视 ,并已得到很多应用 ,如故障检测、故障诊断和隔

离等[ 326 ] ,这表明观测器的研究具有重要的理论和应

用意义.

二阶线性系统在机器人和空间飞行器等许多机

械振动领域的广泛应用 ,受到很多学者的关注[ 7211 ] .

故本文考虑二阶线性系统的全维比例积分观测器设

计问题.基于文献[ 10 ]中提出的一类广义 Sylvester

矩阵方程的解 ,提出了二阶线性系统的全维比例积

分观测器设计参数化方法.

2　问题提出
　　考虑如下定常二阶线性系统 :

Ëq + AÛq + Cq = B u ,

y = C1 q ,
(1)

其中 :q ∈Rn , y ∈Rm和 u ∈R r分别为系统的状态、

输出和输入向量 ; E , A , C ∈Rn×n , B ∈Rn×r和 C1 ∈

Rm×n 为已知系统矩阵且满足下述假设条件 :

假设 1　矩阵 E满秩 ,矩阵 C1 行满秩 ;

假设 2　矩阵组 ( E , A , C , C1 ) 可观 ,即

rank[ s2 ET + A T s + CT 　CT
1 ] = n , Πs ∈C.

　　对于二阶线性系统 (1) , 考虑如下比例积分观

测器 :

Êq
¨

+ Aq̂
·

+ Ĉq = B u + L ( y - C1 q̂) + F¢ ,

¢
·

= K( y - C1 q̂) .
(2)

其中 : q̂ ∈Rn 为状态估计向量 ; ¢ ∈R p 为加权输出
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估计误差的 i 次积分 ; L ∈ Rn×m , F ∈ Rn×p 和 K ∈

R p×m为观测器增益矩阵.

令 e = q̂ - q ,由式 (1) 和 (2) 可得

Ëe + AÛe + ( C + L C1 ) e = F¢ ,

¢
·

= - KC1 e.
(3)

为使观测器 (2) 能观测状态 q ,要求

lim
t→∞

e( t) = 0 , lim
t→∞

Ûe( t) = 0 , lim
t→∞

¢ ( t) = 0 , (4)

即要求系统 (3) 稳定 ,但系统 (3) 是高阶系统.为便

于分析 ,通过变量变换将 (3) 转化为下面一阶系统 :

Ûe = Ûe ,

Ëe + AÛe + ( C + L C1 ) e = F¢ ,

¢
·

= - KC1 e.

(5)

由式 (5) 可得积分方程

�E

Ûe
ë

¢
·

=

0 I 0

= ( C + L C1 ) - A F

- KC1 0 0

e

Ûe
¢

, (6)

其中 �E = diag ( In , E , I p ) .为方便 ,称式 (6) 为观测器

系统 ,简记为

�EÛη = A oη, (7)

易知系统 (7) 的维数为 d = 2 n + p.为满足式 (4) 中

观测器 (7) 稳定的充要条件是矩阵对 ( �E　A o) 的所

有特征值具有复实部. 综上 ,二阶线性系统的全维

PI观测器设计问题可描述如下 :

问题 PIO　给定矩阵 E , A , C ∈ Rn×n , B ∈

Rn×r , C1 ∈Rm×n , 且满足假设 1和 2 ,求取适当维数

的实矩阵 L , F , K使得矩阵对 ( �E　A o) 稳定且非退

化.

3　准备知识
　　假设矩阵对 ( �E　A o) 稳定且其对角的 Jordan

标准型为

Λ = diag ( s1 , s2 , ⋯, sd) . (8)

其中自共轭复数 si ( i = 1 ,2 , ⋯, d) 的实部为负数

(不必互异) .记矩阵对 ( �E　A o) 的特征值 si 对应的

左特征向量为 t i ∈Cd , i = 1 ,2 , ⋯, d ,并构造左特征

向量矩阵 T = [ t1 　t2 　⋯　td ] ,将其分块为

TT = [ TT
e 　TT

e·　TT
¢ ] , (9)

其中 : TT
e , TT

Ûe ∈Cn×d , TT
¢ ∈Cp×d .由左特征向量的定

义有

rank T = d , (10)

TT A o =ΛT T �E. (11)

方程 (11) 等价于

- TT
Ûe ( C + L C1 ) - TT

¢ KC1 =ΛT T
e , (12)

TT
e - TT

Ûe A =ΛT T
Ûe E , (13)

TT
Ûe F =ΛT T

¢ . (14)

将式 (13) 代入 (12) 可得

Λ2 TT
Ûe E +ΛT T

Ûe A + TT
Ûe C = - ( TT

Ûe L C1 + TT
¢ KC1 ) .

(15)

令

ZT = - ( TT
Ûe L + TT

¢ K) , (16)

则方程 (17) 变为

Λ2 TT
Ûe E +ΛT T

Ûe A + TT
Ûe C = ZT C1 . (17)

从而求解问题 PIO的重点就是求解矩阵方程 (17) .

4　问题求解
4 . 1　矩阵 T, K和 L 的解

将方程 (17) 取转置可得广义 Sylvester方程

ET TÛeΛ2 + A T TÛeΛ + CT TÛe = CT
1 Z , (18)

并作如下右互质分解 :

( s2 ET + sA T + CT ) - 1 CT
1 = N ( s) D - 1 ( s) . (19)

其中 : N ( s) ∈Rn×m [ s] , D ( s) ∈Rm×m [ s]为右互质多

项式矩阵.

引理 1　如果假设 1和 2 成立 ,那么满足方程

(17) 的所有矩阵 Te·和 Z可参数化表示为

TÛe = [ N ( s1 ) g1 　N ( s2 ) g2 　⋯　N ( sd ) gd ] ,

(20)

和

Z = [ D (s1 ) g1 　D ( s2 ) g2 　⋯　D ( sd ) gd ].

(21)

其中 : gi ∈ Cm ( i = 1 ,2 , ⋯, d) 为一组自由参数向

量 ; N ( s) ∈Rn×m [ s]和 D (s) ∈Rm×m [ s ]为满足右互

质分解 (19) 的右互质多项式矩阵.

证明 　由式 (19) 可得

( s2 E + sA + C) T N ( s) - CT
1 D ( s) = 0 .

将上式中 s换为 s i ,并于其两端同时右乘向量 gi ∈

Cm 可得
( s2

i E + si A + C) T N ( si ) gi - CT
1 D ( si ) gi = 0 .

将上式两端相加 ,并注意到式 (20) 和 (21) , 便得式

(18) ,即由式 (20) 和 (21) 给出的向量组{ tÛei } 和{ z i }

满足式 (18) . □

由式 (20) 给出 TÛe 的表达式和 (14) 可得 T ¢ =

FT TÛeΛ- 1 ,即

T ¢ = [ s- 1
1 FT N (s1 ) g1 　⋯　s- 1

d FT N ( sd ) gd ] ,

(22)

其中 F可看作表达式 T i中的参数 ,其所含参数 F以

及 si , gi ( i = 1 ,2 , ⋯, d) 应满足式 (10) , 即 :

约束 1　rank T ( F , si , gi , i = 1 ,2 , ⋯, d) = d.

得到了满足约束 1的 TÛe , Z和 T ¢ ,由 (16) 可得

ZT = - �T T �L . (23)

其中

�T T = [ TT
Ûe 　TT

¢ ] , �L T = [ L T 　KT ]. (24)

于是在约束 1的条件下 ,观测器增益矩阵 �L 的解为
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�L = - ( �T �T T ) - 1 �T Z T , (25)

从而获得了增益矩阵 L 和 K.为使观测器增益矩阵

F , L 和 K是实矩阵 ,还应有如下约束 :

约束 2　gi = g j 当且仅当 s i = sj , i , j = 1 ,2 ,

⋯, d.

由引理 1以及式 (13) 和 (25) 可得

TT
e =ΛT T

Ûe E + TT
Ûe A . (26)

故由式 (20) , (22) 和 (26) , 可得左特征向量矩阵 T

= [ TT
e 　TT

e·　TT
¢ ]T 的参数化表达式.

4 . 2　主要结果

总结上面结果 ,可以得到如下关于求解问题

PIO的定理.

定理 1　给定满足假设1和 2的二阶线性系统 ,

问题 PIO中形如式 (2) 的比例积分观测器的增益阵

通过式 (20) ～ (22) ,由式 (25) 给出 ,其中参数 F以

及 si , gi ( i = 1 ,2 , ⋯, d) 满足约束 1和 2 ,而矩阵对

( �E　A 0 ) 的左特征向量矩阵 T的参数化表达式由式

(20) ～ (22) 组合而成 ,形如式 (9) .

注 1　由定理 1可以看出 ,参数 F及 s i , gi ( i =

1 ,2 , ⋯, d) 为系统设计提供了全部自由度 ,可进一

步选取这些参数满足某些希望的系统性能 ,如干扰

解耦 ,L TR和鲁棒性等.

5　数值算例
　　考虑二阶线性系统 (1) ,其系数矩阵为

E =

1 0 0

0 1 0

0 0 - 1

, A =

- 2 . 5 0 . 5 0

0 . 5 - 2 . 5 2

0 2 - 2

,

C =

- 10 5 0

5 - 25 20

0 20 - 20

, B =

1 0

- 1 0

0 1

,

C1 =
1 0 0

0 0 1
.

根据定理 1求得满足右互质分解式 (20) 的右互质多

项式矩阵分别为

N (s) =

1
4

-
1

40
s +

1
100

s2 - 4

1
200

s -
1

20
0

0 1

,

D ( s) =

1
100

s4 -
1

20
s3 -

29
100

s2 +
33
40

s +
9
4

- 4s2 + 10s + 40

-
1

100
( s + 10) 2 - s2 - 2s - 20

.

　　下面对系统设计形如式 (2) 的观测器 ,其中 p

= 2 ,则观测器的维数为 d = 6 + 2 .为简单起见 ,限

制特征值 si ( i = 1 ,2 , ⋯,8) 为负实数 ,同时参量 gi ( i

= 1 ,2 , ⋯,8) 也为实数 ,这样约束 1自然满足.

记

gi =
ai

bi

, i = 1 ,2 , ⋯,8 , F =

f 11 f 12

f 21 f 22

f 31 f 32

,

由式 (20) 和 (21) 可得矩阵 Z和 TÛe的列向量为

z i =

( 29
100

s2
i -

33
40

si -
9
4

+
1

20
s3

i -

1
100

s4
i ) ai + (4s2

i - 10si - 40) bi

1
100

( si + 10) 2 ai + ( s2
i + 2si + 20) bi

,

tÛei =

( -
1
4

-
1

40
si +

1
100

s2
i ) ai - 4bi

( -
1

200
si -

1
20) ai

bi

,

i = 1 ,2 , ⋯,8 .

由式 (22) 可得 T ¢ 为

T ¢ = [ s- 1
1 FT N (s1 ) g1 　⋯　s- 1

8 FT N (s8 ) g8 ].

　　特别选取

f 11 = f 22 = f 32 = 1 ,

f 12 = f 21 = f 31 = 0 ,

si = - i , i = 1 ,2 , ⋯,8 ,

a1 = a3 = a7 = b2 = b4 = b6 = 1 ,

a2 = a4 = a8 = b3 = b5 = b7 = - 1 ,

b1 = b8 = a6 = a5 = 0 ,

可以得到

L = 103

0 . 200 6 0 . 208

1 . 874 3 0 . 303 6

0 . 579 3 0 . 030 0

,

K = 103 0 . 376 3 0 . 051 7

1 . 124 9 0 . 149 5
.

6　结　　论
　　基于一类广义 Sylvester矩阵方程的解 ,给出了

二阶线性系统的全维比例积分观测器设计参数化方

法.其所含参数为控制系统设计提供了全部自由度 ,

并可通过优化等手段适当选择这些参数来满足某些

性能要求 ,如干扰解耦 ,L TR和鲁棒性等.该观测器

设计的参数化方法直接基于二阶线性系统的参数矩

阵 ,不涉及系统的变换或增广 ,表明了所提方法是简

单且有效的.
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