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期望指标集约束下一类随机系统的满意 PID控制

李银伢 , 盛安冬 , 王远钢
(南京理工大学 自动化学院 , 南京 210094)

摘　要 : 研究一类随机系统具有期望的动态误差系数、稳态输出方差和相对稳定裕度约束的满意 PID控制问题.首

先应用满意控制思想 ,给出期望指标集的相容性定义 ;然后分别推导出 PID控制器满足期望的稳定裕度指标的参数

域边界解析式、满足期望的动态误差系数指标和期望的稳态输出方差指标的参数解集的解析式 ;最后给出期望指标

的相容性判别方法以及相容性解集求取策略.通过算例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract : The problem of satisfactory PID control for a class of stochastic systems with const raint s on dynamic error

coefficient , steady2state output variance and relative stability margin is considered. By using the idea of satisfactory

control , the definition of the consistency of desired index set is p roposed. The expression of describing the boundaries

of PID controller parametric set satisfying the desired relative stability margin is derived. The analytical formulas

describing the PID controller parameter set s satisfying the given dynamic error coefficient index and the desired steady2
state output variance index are derived , respectively. The criterion to determine whether the given index is consistent

with each other or not and the st rategy of calculating the consistency set are given. A numerical example shows the

validity of the proposed design method.
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1　引　　言
　　动态误差系数和稳态输出方差是度量随机系统

控制精度的重要指标.在工程实践中 ,通常要求设计

控制器使随机控制系统的动态误差系数和稳态输出

方差小于某一容许值 ,除此之外 ,为了补偿模型的不

确定性 ,还要求闭环系统具有一定的稳定裕度.而同

时满足上述指标的控制器是否存在 (即期望指标是

否相容) ,事先通常是无法知晓的.因此 ,研究随机系

统在上述 3类指标约束下的指标集相容性分析以及

控制器设计问题 ,具有重要的工程实践意义.

已有学者对基于状态反馈或输出反馈的一类随

机系统期望指标集的相容性进行了研究 ,并取得了

一定的成果[123 ] .其主要思路是 ,首先运用状态空间

法 ,将期望指标约束问题用线性矩阵不等式 (L MI)

进行刻画 ;然后将期望指标集的相容性问题转化为

某个线性矩阵不等式组 (L MIs)的数学规划问题.在

指标集相容时运用 Matlab2L MI工具箱求出一个或

若干个满意解.

本文从频域解析的角度出发 ,应用满意控制思

想[4 ] ,研究一类随机系统在 PID控制下期望指标集

的相容性问题 ,以及在期望指标集相容下控制器的

设计问题.这是因为 ,一方面 PID 控制是目前全世

界应用最为广泛的一类控制策略[5 ] ,其结构简单 ,易

于工程实现 ;另一方面 ,研究这类系统 PID 控制下

期望指标的相容性问题以及在指标相容下 PID 控

制器的设计问题 ,能为工程论证方和设计人员提供
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理论依据和参考.本文方法是 ,首先解析地给出描述

系统满足期望的稳定裕度指标、动态误差系数指标

和稳态输出方差指标的参数集表达式 ;然后给出系

统在稳定裕度指标约束下动态误差系数的取值范

围 ,以及系统在稳定裕度指标和动态误差系数指标

相容下方差指标的取值范围 ;最后给出上述 3 类指

标相容时的 PID控制器设计策略.本文最大特点是

给出了满足期望指标的相容性解集 ,弥补了 L MI方

法只能得到一个或有限个满意解的算法限制.

2　问题描述
　　考虑一类 n阶单输入单输出线性随机系统的

PID控制问题 ,如图 1所示.

图 1　PID反馈控制系统方框图

图 1 中 , r( t) 为参考输入 , u ( t) 为控制信号 ,

w ( t) 为零均值、强度为 W > 0且与初值无关的高斯

白噪声 (即 w ( t) ∈ N (0 , W ) ) , y ( t) 为系统输出 ,

e( t) = r( t) - y ( t) 为控制误差. Gp ( s) 为被控系统

Gp ( s) =
N (s)
D (s)

, (1)

式中 : N ( s) , D ( s) 为互质实多项式 ,即

N ( s) = ans
n + an- 1 sn- 1 + ⋯+ a1 s + a0 ,

D ( s) = sn + bn- 1 sn- 1 + ⋯+ b1 s + b0 ,
(2)

式中 a0 ≠0 .

注 1　PID控制器含有一积分环节 ,为保证闭环

系统稳定 ,其中一必要条件是闭环特征多项式各系

数不等于零 ,可得 a0 ki ≠0 ,由此可得 a0 ≠0 .

C( s) 为 PID控制器

C(s) = kp +
ki

s
+ kd s , (3)

从 w ( t) 到 y ( t) 的传递函数和误差传递函数分别为

T yw ( s) =
Gp ( s)

1 + C( s) Gp ( s)
,

Φe ( s) =
1

1 + C( s) Gp ( s)
.

(4)

　　随机系统在闭环稳定的前提下 ,其精度通常用

动态误差系数 c0 , c1 , c2 和稳态输出方差σ2y的大小来

描述.同时 ,在工程实际中还要求闭环系统是无静差

的 ,即 c0 = 0 . 若被控系统不包含积分环节 ,则在

PID控制下 ,系统的开环传函恰好有一个积分环节 ,

所以在 PID控制下系统都是无静差的.另一方面 ,为

了保证被控系统具有一定的鲁棒性 ,系统的闭环极

点分布必须使对应的闭环系统满足一定的稳定裕度

指标.

综上所述 ,随机系统 PID控制器设计的期望指

标集定义如下 :

1) 稳定裕度指标

Re (λ) < - α,α > 0 , (5)

式中 :λ为闭环系统特征根 , - α为期望的稳定裕度

约束上界.

2) 动态误差系数指标

c0 = 0 , | c1 | <θ1 , | c2 | <θ2 ,θ1 > 0 ,θ2 > 0 ,

(6)

式中 :θ1 ,θ2 为期望的动态误差系数约束上界.

3) 稳态输出方差指标

σ2y <σ2 ,σ> 0 , (7)

式中σ2 为期望的稳态输出方差约束上界.

随机系统期望指标之间可能存在竞争关系 ,下

面给出各个期望指标的相容性定义.

定义 1　对给定的稳定裕度指标α,动态误差系

数指标θ1 和θ2 以及稳态输出方差指标σ2 ,若图 1系

统存在 PID控制器增益 q = [ kp 　ki 　kd ] ,使对应的

闭环系统同时满足期望指标约束 (5) ～ (7) ,则称稳

定裕度指标α,动态误差系数指标θ1 和θ2 以及稳态

输出方差指标σ2 相对系统 (1) 的 PID 控制是相容

的.由 q构成的集合记为 Q c ,称 Qc 为期望指标的相

容性解集.

具有上述期望性能指标集约束的随机系统的满

意 PID控制问题可以归结为 :寻求相容性解集 Qc ,

对给定的稳定裕度指标α,动态误差系数指标θ1 和

θ2 以及稳态输出方差指标σ2 ,使得对 Πq ∈Qc ,同时

满足式 (5) ～ (7) .

3　主要结论
　　在本节中 ,将首先推导描述 PID控制器的参数

稳定域边界、满足期望的稳定裕度指标约束的参数

边界的解析表达式 ;再根据动态误差系数的定义 ,给

出求解满足期望的动态误差系数指标约束的 PID参

数解集表达式 ;对具有期望的稳态输出方差约束问

题 ,给出求取 PID控制器满足期望的稳态输出方差

约束的参数解集的解析式 ;最后给出求解随机系统

的相容性解集策略.

定理 1　给定被控系统 Gp ( s) , PID控制器的参

数空间 kp - ki - kd被平面 a) ,可能的平面 b) 和曲面

c) 分割成若干个区域 ,对应闭环系统特征多项式

Δ( s) = sD ( s) + ( kd s2 + kp s + ki ) N ( s) , (8)

每一区域内的点 q = [ kp 　ki 　kd ]所对应的Δ( s) 具

有不变的右半复平面 (R HP) 极点个数.

a) ki = 0 ;

b) 若 an ≠0 , kd = 0 ;若 an = 0且 an- 1 ≠0 , kd

= - 1/ an- 1 ;其他情形 ,平面不存在 ;
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c) 　 　
kp = - I (ω) /ω,

ki = kdω2 - R (ω) ,

R (ω) + j I (ω) =
jωD (jω)

N (jω)
,

ω∈ (0 , ∞) .

　　证明 　令 s = jω,由闭环系统特征多项式Δ( s)

得

Δ(jω) = jωD (jω) + ( - kdω2 +

jωkp + ki ) N (jω) . (9)

根据边界穿越定理[6 ] ,可得如下 3个边界 :

1) 5D0 :ω = 0 ,实根穿越原点

由Δ(0) = 0可得 a0 ki = 0 .因 a0 ≠0 ,可得 ki =

0 .

2) 5D∞ :s = ∞,实根穿越无穷

由式 (8) 知 ,若 an ≠0时 ,特征多项式Δ( s) 的最

高次幂系数 d = an kd ,令 d = 0可得 kd = 0 ;若 an =

0且 an- 1 ≠0时 ,令特征多项式Δ( s) 的最高次幂系

数 d = 1 + kd an- 1 为零 ,可得 1 + kd an- 1 = 0 ,因 an- 1

≠0 ,则 kd = - 1/ an- 1 . 在其他情形下 ,特征多项式

Δ( s) 的最高次幂系数 d = 1 ≠0恒成立 ,则不存在实

根穿越无穷 ,此时边界不存在.

3) 5Dω :s = jω,ω∈ (0 , ∞) ,复根穿越虚轴

由Δ(jω) = 0 得 jωD (jω) + ( - kdω2 + jωkp +

ki ) N (jω) = 0 ,令 R (ω) + j I (ω) = jωD (jω) / N (jω) ,

得

R (ω) + j I (ω) - kdω2 + jωkp + ki = 0 . (10)

令式 (10) 左边实部与虚部均等于零 ,解得

kp = - I (ω) /ω,

ki = kdω2 - R (ω) .
(11)

　　综合 1) ～ 3) , PID控制器的参数空间 kp - ki -

kd 被平面 a) ,可能的平面 b) 和曲面 c) 分割成若干

个区域 ,每一区域内的点所对应的Δ( s) 具有不变的

R H P极点个数. □

定理 2　给定被控系统 Gp ( s) 和稳定裕度指标

α, PID控制器的参数空间 kp - ki - kd 被平面 a) ,可

能的平面 b) 和曲面 c) 分割成若干个区域 ,对应特征

多项式

�Δ( s) = ( s - α) D ( s - α) +

(�kd s2 + �kp s + �ki ) N ( s - α) , (12)

每一区域内的点 q = [ kp 　ki 　kd ] 所对应的 �qT =

KqT 所对应的 �Δ( s) 具有不变的 R H P极点个数 ,

�q = [ �kp 　�ki 　�kd ] , K =

1 0 - 2α

- α 1 α2

0 0 1

.

　　a) 若 N ( - α) ≠0 , - αkp + ki - α2 kd =

αD ( - α) / N ( - α) ;若 N ( - α) = 0 ,无此平面 ;

b) 若 an ≠0 , kd = 0 ;若 an = 0且 an- 1 ≠0 , kd

= - 1/ an- 1 ;其他情形 ,平面不存在 ;

c)
kp = 2αkd - I (ω) /ω,

ki = (α2 +ω2 ) kd - αI (ω) /ω - R (ω) ,

R (ω) + j I (ω) =
(jω - α) D (jω - α)

N (jω - α)
,

ω∈ (0 , ∞) .

　　证明 　根据边界穿越定理 ,仿定理 1证明易得

该定理. □

由定理 1和定理 2可得如下推论 :

推论 1　记对应闭环系统 (1) 的特征多项式
Δ( s) 的 R HP极点个数为零的区域为 Qs ,则对任一 q

∈Qs ,有 Re (λ) < 0 ;记特征多项式 �Δ( s) 的 R HP极

点个数为零的区域为 Qα ,则对任一 q ∈Qα ,有 Re (λ)

< - α,且满足 Qα < Qs .

注 2　确定 Qs , Qα区域时 ,可以分别在 PID控

制器的参数空间 kp - ki - kd上被稳定边界分割的区

域中选一个测试点 q ,根据 Nyquist判据确定该区域

是否为稳定区域.还有一种更为简单的判定方法 :在

解方程 (10) 时 ,对应的J acob行列式 J = 1 > 0 ,对每

一固定的 kd 值 ,则在 kp - ki 平面上 ,沿ω增加的方

向 ,曲线 c) 右边区域比左边区域具有更少的 R HP

极点个数.再由线性定常系统稳定的必要条件知 ,特

征多项式各系数必须大于零 (设特征多项式最高次

幂系数大于零) ,对 Qs 而言 ,由 a0 ki > 0可知 ,若 a0

> 0 ,如果 Qs存在 ,则 Qs一定在直线 k i = 0的上边 ;

若 a0 < 0 ,如果 Qs存在 ,则 Qs一定在直线 k i = 0的

下边.确定 Qα的方法与此类似.

定理 3　给定被控系统 Gp ( s) 和期望的动态误

差系数指标θ1 ,θ2 ,定义集合

Qe = Qc1 ∩Qc2 . (13)

式中 ,若 b0 ≠0 ,则

Qc1 = { q : ki >
b0

a0θ1
或 ki < -

b0

a0θ1 } ∩Qs ,

Qc2 = { q : | - a0 b0 kp + ( a0 b1 - a1 b0 ) ki - b2
0 | <

　 　 | a2
0 k2

i |θ2 } ∩Qs .

(14)

若 b0 = 0 ,则

Qc1 = Qs ,

Qc2 = q : ki >
b1

a0θ2
或 ki < -

b1

a0θ2
∩Qs .

(15)

若 Qe ≠ ª,则对 Πq ∈Qe ,满足式 (6) .

证明 　由图 1知 ,由 r( t) 到 e( t) 的误差传递函

数为

Φe ( s) =
1

1 + C( s) Gp ( s)
=

N e ( s)
De ( s)

, (16)

452
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式中

N e ( s) = sn+1 + bn- 1 sn + ⋯+ b1 s2 + b0 s ,

De ( s) = an k d sn+2 + ⋯+

　 　 　( a0 kp + a1 ki + b0 ) s + a0 ki .

(17)

由文献[7 ]知动态误差系数的计算公式为

ci =
1
i !
Φ( i)

e ( s) | s = 0 , i = 0 ,1 ,2 , ⋯. (18)

根据式 (18) ,求得动态误差系数 c0 , c1 , c2 分别为

c0 = 0 ,

c1 = b0 / ( a0 ki ) ,

c2 = { - a0 b0 kp + ( a0 b1 -

　 　 a1 b0 ) ki - b2
0 } / ( a2

0 k2
i ) .

(19)

显然 ,若 b0 ≠0 ,令 | c1 | <θ1 , | c2 | <θ2 ,再联系稳

定域 Qs ,易得式 (14) . 若 b0 = 0 , | c1 | = 0 <θ1 恒

成立 ,只需令 | c2 | <θ2 ,再联系稳定域 Qs ,易得式

(15) . 若 Qe = Qc1 ∩Qc2 ≠ ª,则对 Πq ∈θe ,满足

c0 = 0 , | c1 | <θ1 , | c2 | <θ2 ,式 (6) 成立. □

定理 4　给定被控系统 Gp ( s) ,期望的稳态输出

方差约束指标σ2 和均值为零、强度为 W > 0的与初

值无关的高斯白噪声 w ( t) ,定义集合

Qσ = { q : f ( q) <σ2 } ∩Qs , (20)

若 Qσ ≠ ª,则对 Πq ∈Qσ ,满足式 (7) .式 (20) 中

f ( q) = W
( - 1) n- 1 | Ω1 |

2αn | Ω |
, (21)

T yw ( s) =
B (s)
A ( s)

=
∑
n- 1

i = 0

βi ( q) si

∑
n

i = 0

αi ( q) si

,

　　　　　α0 ≠0 ,αn > 0 , (22)

Ω =

α0 0 0 0 ⋯ 0 0 0

α2 α1 α0 0 ⋯ 0 0 0

α4 α3 α2 α1 ⋯ … … …

… α5 α4 α3 ⋯ … … …

… … … … ⋯ … … …

… … … … ⋯ … αn- 2 αn- 3

0 0 0 0 ⋯ 0 αn αn- 1

,

(23)

Ω1 =

α0 0 0 0 ⋯ 0 0 d0

α2 α1 α0 0 ⋯ 0 0 d1

α4 α3 α2 α1 ⋯ … … …

… α5 α4 α3 ⋯ … … dm

… … … … ⋯ … … …

… … … … ⋯ … αn- 2 dn- 2

0 0 0 0 ⋯ 0 αn d n- 1

,

(24)

dm = ∑
n- 1

i , j = 0

( - 1) iβiβj ,

i + j = 2 m , m = 0 ,1 , ⋯, n - 1 . (25)

　　证明 　定义 T yw ( s) 的 H2 范数为

‖T yw ‖2 = ( 1
2π∫
∞

- ∞
| T yw (jω) | 2 dω)

1/ 2
, (26)

由式 (2) 知 ,若闭环系统稳定 , T yw ( s) 必是严格正则

的 ,则 ‖T yw ‖2一定有界.设由 w ( t) 到 y ( t) 的状态

空间实现为

Ûx ( t) = Ax ( t) + Bw ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) .
(27)

根据文献 [8 ,9 ] ,在单位强度零均值白噪声输入下 ,

系统的稳态输出方差满足

σ2y = ‖T yw ‖2
2 = t r ( C QCT ) . (28)

式中 Q = QT > 0 ,且满足 Riccati方程

AQ + QA T + BB T = 0 . (29)

若噪声强度为W > 0 ,则σ2y = t r ( C �QCT ) , �Q = �QT >

0 ,满足 A�Q + �QA T + BW B T = 0 .令 �B = W B ,则对

应的闭环系统传函

�T yw ( s) = C( sI - A) - 1 �B =

W C ( sI - A) - 1 B = W T yw ( s) . (30)

由此可得在零均值噪声强度为W > 0的白噪声输入

下 ,系统的稳态输出方差

σ2y = ‖�T yw ‖2
2 = ‖ W T yw ‖2

2 = W ‖T yw ‖2
2 =

W
2πj∫
∞

- ∞
| T yw (jω) | 2 dω =

W
2πj∫

j∞

- j∞
T yw ( s) T yw ( - s) ds =

W
2πj∮ΓT yw ( s) T yw ( - s) ds = WΘ. (31)

Γ为复平面虚轴与包围左半平面的无穷大半圆所组

成的封闭曲线. 则∮ΓT yw ( s) T yw ( - s) ds是沿虚轴向

上 ,然后沿包围左半平面的无穷大半圆的回路积分.

闭环传函 T yw ( s) 是严格正则的 ,故沿无穷大半圆积

分等于零.根据留数定理 ,Θ等于 T yw ( s) T yw ( - s) 在

其左半平面极点上的留数之和.由文献[10 ]的结果

可得

Θ =
( - 1) n- 1

2αn

| Ω1 |
| Ω |

, (32)

Ω,Ω1 如式 (23) , (24) 所定义.则

σ2y = WΘ = W
( - 1) n- 1

2αn

| Ω1 |
| Ω |

= f ( q) . (33)

显然 ,若 ϖ q ∈Qs ,使得 f ( q) <σ2 ,则式 (7) 成立.记

此时由 q构成的集合为 Qσ ,则对 Πq ∈Qσ ,满足式

(7) . □

综上所述 ,可得如下推论 :
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推论 2　对给定的稳定裕度指标α,动态误差系

数指标θ1 和θ2 以及稳态输出方差指标σ2 ,若 Qc =

Qs ∩Qα ∩Qe ∩Qσ ≠ª,则对任一 q ∈Qc ,式 (5) ～

(7) 同时成立. Qc 为相容性解集.

控制系统设计的期望指标集中各个单一指标之

间可能存在竞争关系.可将各个单一指标分成不同

优先级 ,先求解优先级高的指标解集 ,再求解优先级

稍低的指标上确界或下确界 ,根据上确界或下确界

来判断该指标与优先级稍高的指标是否相容 ,其余

依此类推.在这里不妨设各个指标的排列顺序为 :稳

定裕度指标 ,动态误差系数指标 ,稳态输出方差指

标.下面给出求解相容性解集的步骤 :

Step1 : 根据定理 1和推论 1 ,求出 Qs .

Step2 : 求解以下约束优化问题 :

maxα,

s. t . q ∈Qs .
(34)

　　Step3 : 记 Step2求得稳定裕度极值为αmax . 若α

<αmax , Qα ≠ª,根据定理 2和推论 1求出 Qα;若α≥

αmax ,则 Qα = ª ,此时满足式 (5) 的 PID控制器不存

在 ,停止计算 ,退出.

Step4 : 求解以下约束优化问题 :

minθ1 ,

s. t . q ∈Qα.
(35)

　　Step5 : 记 Step4中求得的动态误差系数极值为

θmin
1 ,若θ1 >θmin

1 ,则 Qc1 ∩Qα ≠ ª.根据定理 3求出

Qc1 ;若θ1 ≤θmin
1 ,则 Qc1 ∩Qα = ª,此时同时满足式

(5) 和式 (6) 的 PID控制器不存在 ,停止计算 ,退出.

Step6 : 求解以下约束优化问题 :

minθ2 ,

s. t . q ∈ ( Qc1 ∩Qα) .
(36)

　　Step7 : 记 Step6中求得的动态误差系数极值为

θmin
2 ,若θ2 >θmin

2 ,则 Qc1 ∩Qα ∩Qc2 ≠ª. 根据定理

3求出 Qe ,记 Qt = Qα ∩Qe ;若θ2 ≤θmin
2 ,则 Qc1 ∩Qα

∩Qc2 = ª ,同时满足式 (5) 和式 (6) 的 PID控制器

不存在 ,停止计算 ,退出.

Step8 : 求解以下约束优化问题 :

minσ2 ,

s. t . q ∈Qt .
(37)

　　Step9 : 记 Step8中求得的稳态输出方差极值为

σ2min ,若σ2 >σ2min ,则 Qσ ∩Qt ≠ ª,根据定理 4求出

Qσ;若σ2 ≤σ2min ,则 Qσ ∩Qt = ª,同时满足式 (5) ～

(7) 的 PID控制器不存在 ,停止计算 ,退出.

Step10 : 求相容性解集 Qc = Qσ ∩Qt .

注 3　上述约束优化问题是通过 Matlab7. 0优

化工具箱进行求解的. 若同时满足式 (5) ～ (7) 的

PID控制器不存在 ,有以下两种处理方案 :一是采用

除 PID外的其他控制策略 ;二是降低所提的期望指

标要求.上述相容性解集求解步骤已给出期望指标

的取值范围 ,若所给指标在相容指标范围内 ,则满足

对应指标要求的 PID控制器肯定存在.

4　算 　　例
　　某一随机系统的简化传递函数为

Gp ( s) =

- 5 . 513 6s2 + 6 . 432 4s + 61 . 034 6
s4 + 4 . 671 5s3 + 12 . 912s2 + 18 . 299s + 2 . 627

,

(38)

噪声强度 W = 0 . 1 , PID控制器设计的期望指标为 :

1) 稳定裕度指标α = 0 . 2 ;

2) 动态误差系数指标θ1 = 0 . 2 ,θ2 = 2 ;

3) 稳态输出方差指标σ2 = 5 .

根据第 3 节相容性解集求解步骤 ,首先判断相

容性解集的存在性.由定理 1和推论 1 ,求出 Qs ,如

图 2所示.在 Qs 上存在 q 3
α = [0 . 137 3　0 . 059 3　

- 0 . 053 2 ]所对应的稳定裕度极值为αmax = 0 . 992 8

>α= 0 . 2 ,则 Qα非空 ,根据定理 2和推论1求出 Qα.

在 Qα上求得的动态误差系数极值θmin
1 = 0 . 042 2 <

θ1 = 0 . 2 ,此时 q3
θ1 = [0 . 417 1　1 . 020 1　0 . 235 1 ].

则 Qc1 ∩Qα ≠ ª,根据定理 3求出 Qc1 . 同理在 Qc1

∩Qα上存在 q 3
θ2 = [0 . 413 1　1 . 002 7　0 . 234 4 ]所

对应的动态误差系数极值θmin
2 = 0 . 275 0 <θ2 = 2 ,

则 Qc1 ∩Qα∩Qc2 ≠ª,可求得对应的 Qt . 最后在 Qt

上求得 q3
σ = [0 . 205 1　0 . 215 2　0 . 202 0 ] 所对应

的稳态输出方差极值为σ2min = 1 . 575 7 <σ2 = 5 ,则

Qσ ∩Qt ≠ ª,相容性解集 Qc 存在.

图 2　PID控制器稳定域 Qs

取稳定域Q s内一固定的 k 3
d = 0 . 1 ,在 kp - ki平

面上所对应的区域 Qs ( k 3
d ) , Qσ( k 3

d ) 如图 3所示.在

图 3 中由粗实线围成的闭区域即为 Qs ( k 3
d ) , 在

Qs ( k 3
d ) 内部由等σ2 = 5的细实线围成的闭区域为

Qσ( k 3
d ) .图 4中阴影部分即IJ Q KL 所围成的闭区域

是对应 k 3
d = 0 . 1时的相容性解集 Qc ( k 3

d ) .

在图 4中 ,由ABC围成的封闭区域为 Qs ( k 3
d ) ,

由DEF围成的封闭区域为 Qα( k 3
d ) ,由GB H 围成的
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图 3　当 k 3
d = 0. 1时 kp - ki 平面上的等σ2 线

图 4　对应 k 3
d = 0 . 1时相容性解集 Qc

闭区域为 Qc1
( k 3

d ) , 由AMNBO 围成的闭区域为

Qc2
( k 3

d ) ,由PQ R围成的闭区域为 Qσ( k 3
d ) . 取一定

步长如 h = 0 . 1扫描 Qs内的 kd值区间 ,重复上述工

作 ,就可以求得相容性解集 Qc ,对 Πq ∈Qc ,式 (5)

～ (7) 同时成立. 取 q3 = [0 . 3　0 . 3　0 . 1 ] ∈

Qc ( k 3
d = 0 . 1) ( 图 4中标 3 号的点) ,对应的 Re (λ)

= - 0 . 409 1 , c0 = 0 , c1 = 0 . 143 5 , c2 = 0 . 820 2 ,σ2y

= 2 . 905 9 ,满足式 (5) ～ (7) .

5　结 　　语
　　在工程实践中 ,所设计的控制器通常要满足多

个性能指标 ,人们所期望的控制策略应是相容区域

尽可能大的满意解集 ,这样为控制器进一步设计和

物理实现留有更大的自由度.本文对一类随机系统

的 PID控制所涉及的上述问题 ,给出了一种有效的

解决方法.
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