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线性离散时滞系统的 Gl2 状态反馈控制
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摘　要 : 研究具有状态时滞的线性离散时不变系统的 Gl2控制问题.基于简化的 Gl2 分析定理 , Gl2控制问题被等价

转化为 H∞控制问题.通过 L MI和构造 Lyapunov函数 ,得到了 Gl2 性能的 L MI表述.给出了使得时滞系统稳定且满

足给定性能指标的无记忆 Gl2 状态反馈控制器存在的充分条件和设计方法.当系统具有独立范数有界扰动输入和全

结构不确定性时 ,使用此方法设计得到的 Gl2 控制器比 H∞控制器的保守性更小.算例验证了该方法的有效性.
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Abstract : The problem of Gl2 control for discrete2time linear time2invariant systems with time delay in the state is

presented. Based on the simplified Gl2 analysis theorem , the Gl2 control problem is equivalently t ransformed to the

H∞ control p rolem. The linear matrix inequality (L MI) representation of Gl2 performance for the delayed systems is

also derived by using L MI and const ructing Lyapunov function. The sufficient condition for the existence of

memoryless Gl2 state feedback controller ensuring the stability and a prescribed performance index for the state delay

is established. Using the proposed method , the designed Gl2 controller is less conservative than the H∞ controller

when the input disturbance is independently norm2bounded and the systems with time delay have full st ructure

uncertainty. A numerical example shows the effectiveness of the result .
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1　引　　言
　　在化工过程、移动通讯中的多路传播 , 基于

Internet 的网络控制系统以及其他各种工程系统中

的时滞现象常常被看作是系统不稳定和性能变差的

一个主要因素 ,因此对于时滞系统的分析和综合成

为研究的一大热点.针对各种不同对象 ,包括状态时

滞、控制输入时滞、单时滞、多时滞、确定时滞、时变

时滞、时滞独立、时滞依赖、确定系统、不确定系统、

连续系统和离散系统等以及以上某几种情况同时出

现的复杂时滞系统的综合问题 ,研究工作主要放在

状态反馈[1 ] 和输出反馈镇定[2 ]、鲁棒保性能状态反

馈[3 ] 和输出反馈控制[4 ]、鲁棒 H∞状态反馈[5 ] 和输

出反馈控制[6 ,7 ] 的控制器设计等方面.其中 H∞性

能指标是时滞系统综合的一个重要指标 ,所设计的

H∞控制器可以保证闭环系统具有一定的扰动衰减

水平.

　　在 H∞问题中 ,信号的扰动和不确定性被放在

一个范数中 ,将会导致设计的保守性.在无时滞的系

统综合中 ,μ综合方法能克服这种保守性 ,但在优化

过程中使用所谓的“D2K”迭代 ,尽管在单独的递归

过程中是收敛的 , 但其联合收敛性无法保证[8 ] .

D’Andrea[9 ] 提出了 Gl2 ( Generalized2l2 ) 综合框架 ,

用来解决鲁棒控制与优化控制中一些开问题 ,包括

具有独立范数有界扰动的系统的综合问题 ,具有“元

素 2元素”的有界全结构不确定性系统的鲁棒稳定
问题 ,一大类系统的鲁棒性能问题和抑制确定性的
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白噪声扰动问题.该框架综合了 H∞优化、L MIs和

积分二次约束概念.使用该框架可得到一大类鲁棒

和优化控制问题的收敛解[10 ] .同时 , Gl2 控制方法已

成功地应用于主动悬挂系统[10212 ] 和蒸发过程[8 ] .与

标准的 H∞框架相比 ,在系统的输入扰动为独立有

界范数和系统具有“元素 2元素”的有界全结构不确
定性情况下 , Gl2框架具有比 H∞框架更少保守性的

潜力 ,同时比μ集成方法在算法上更易处理.因此 ,

本文采用 Gl2 性能指标来设计时滞系统的控制器 ,

研究线性离散时滞系统的 Gl2 状态反馈控制问题.

2　Gl2 控制问题描述
　　考虑如下线性时滞离散系统 :

x( k + 1) = A0 x( k) + Ad x ( k - d) +

　　　　　B1 u( k) + B2 w( k) ,

z ( k) = C0 x( k) + Cd x ( k - d) +

　　　D1 u( k) + D2 w( k) . (1)

式中 : x ( k) ∈Rn为系统状态向量 ; u( k) ∈Rm为控制

输入 ; z( k) ∈Rp为被调输出 ; w( k) ∈Rq为有限能量

的外部扰动 ,即 w( k) ∈ l2 ; d ≥0为已知滞后时间.

假设已知的初始条件序列为 x ( k) =φ( k) , k = - d ,

- d + 1 , ⋯,0 .

　　构造无记忆状态反馈控制器如下 :

u( k) = K x ( k) , (2)

式中 K为待求的反馈增益矩阵.把式 (2) 带入系统

(1) ,得到闭环系统状态方程为

x ( k + 1) =

A
～

0 x( k) + Ad x ( k - d) + B2 w( k) ,

z( k) = �C0 x ( k) + Cd x ( k - d) + D2 w( k) . (3)

其中

A
～

0 = A0 + B1 K, �C0 = C0 + D1 K. (4)

　　问题 1　针对系统 (1) 设计状态反馈控制器 K,

使对于系统存在的状态时滞保证闭环系统稳定 ,且

保证从外部输入 w( k) 到被调输出 z ( k) 的传函矩阵

的 Gl2范数不超过给定的常数γ.如果这两个条件能

满足 ,则称系统 (3) 具有 Gl2 性能γ.

　　为求出满足闭环系统 (3) 稳定且满足一定 Gl2

性能的状态反馈矩阵 K,先要对 Gl2 进行描述.从文

献[9 ]可得到一简化的扰动集合和性能判据集合 ,

定义如下 :

W : = {wk ∈ l2 :‖wk ‖≤1 ,

　　　k ∈[1 , Cq ] ∈Z+ } ,

Z: = { zl ∈ l2 :‖zl ‖≤1 ,

　　　l ∈[1 , Cp ] ∈Z+ } . (5)

式中 : Cq表示把系统 (3) 中 q个扰动分量分成 Cq组 ,

即 q ≥Cq ; Cp 表示把系统 (3) 中 p个被调输出分量

分成 C p组 ,即 p ≥Cp ; Z+表示正整数.在文献[9 ]中

的 Gl2 分析定理被简化后重新描述为如下引理 :

　　引理 1[12 ] 　对于给定一线性时不变系统的有

界算子 M和如式 (5) 描述的集合 W , Z ,下面两种描

述等价.

　　1) 不等式

‖M‖Gl2 : = sup
w∈W

sup
z∈Z
〈z , Mw〉<γ (6)

成立.式中〈·, ·〉表示内积 ;

　　2) 存在 x k , y l ∈R+ , k ∈[1 , Cq ] < Z+ , l ∈[1 ,

Cp ] < Z+ 满足

‖Y- 1/ 2 MX - 1/ 2 ‖∞ <γ, (7)

其中

X : = x1 I d1 © x2 I d2 © ⋯ © x Cq
I dCq

> 0 ,

∑
Cq

k = 1

x k ≤γ, (8)

Y: = y1 I z1 © y1 I z2 © ⋯ © yCp
I z Cp

> 0 ,

∑
Cp

l = 1
y l ≤γ. (9)

式中 : ©表示直积 ,即 A © B =
A

B
; I dk
和 I z k
为

分别与 wkw′k 和 z l z′l 具有相同维数的单位矩阵.

　　此引理的详细证明见文献 [9 ]. 引理 1 中条件

1) 即为 Gl2范数的定义 ,而条件 1) 的等价条件2) 在

下一步推导 Gl2 性能条件时起到了关键作用.从不

等式 (7) 可以看出 , Gl2 范数的定义式 (6) 被转换成

为 H∞问题 ,使得按照已有的时滞系统的 H∞性能

条件可导出 Gl2 性能条件及控制器设计方法.

　　定义状态空间描述的系统 (3) 的传递函数为

T0 : =
�A0 Ad B2

�C0 Cd D2

,

并定义

T0 : = Y- 1/ 2 T0 X- 1/ 2 =
�A0 Ad �B 2

C0 Cd D2

,

其中

�B2 : = B2 X- 1/ 2 , �C0 : = Y- 1/ 2 �C0 , (10)

�Cd = Y- 1/ 2 Cd , D2 : = Y- 1/ 2 D2 X- 1/ 2 . (11)

　　把传函 T0 写成状态空间实现如下 :

x( k + 1) = �A 0 x( k) + Ad x ( k - d) + �B2 w( k) ,

z( k) = �C0 x( k) + �Cd x ( k - d) + �D2 w( k) . (12)

　　对于系统 (1) 和 (12) ,考虑如下问题 :

　　问题 2　针对系统 (1) 设计状态反馈控制器 ,

使对于系统存在的状态时滞保证闭环系统 (12) 稳

定且系统 (12) 的 H∞增益小于1 .按照 H∞范数的定

义 ,即在零初始条件下对任意非零 w ∈ l2 , 满足
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‖z‖2 ≤‖w‖2 ,其中 ‖·‖2 表示 l2 范数.如果闭

环系统 (12) 满足以上两个条件 ,则称系统 (12) 具有

H∞性能 1 .

　　引理 2　下面两个描述是等价的 ,即问题 1等

价于问题 2 :

　　1) 系统 (3) 具有 Gl2 性能γ;

　　2) 系统 (12) 具有 H∞性能 1 .

　　证明 　根据引理1及系统 (3) 和系统 (12) 的定

义 ,很容易得到 1) 等价于 2) . □

　　引理 2的成立为推导 Gl2 性能条件和设计 Gl2

控制器奠定了基础.

3　Gl2 性能条件
　　假设系统 (3) 和系统 (12) 中的矩阵确切已知.

下面定理给出了系统 (3) 具有 Gl2 性能γ的充分条

件.

　　定理 1　对于系统 (3) 和给定的常数γ,如果存

在对称正定矩阵 P , S ∈Rn×n和分别满足式 (8) , (9)

的矩阵 X ∈Rq×q , Y ∈Rp×p ,使得

- P 0 P�A0 PA d PB2

3 - Y �C0 Cd D2

3 3 - P + S 0 0

3 3 3 - S 0

3 3 3 3 - X

< 0 , (13)

则系统 (3) 具有 Gl2 性能γ.

　　证明 　根据引理 2 ,系统 (3) 具有 Gl2性能γ等

价于系统 (12) 具有 H∞性能 1 .下面通过推导系统
(12) 具有 H∞性能1的条件来得到系统 (3) 具有 Gl2

性能γ的条件.

　　构造 Lyap unov函数为

V ( x( k) ) = V 1 + V 2 =

x( k)′Px ( k) + ∑
d

t = 1
x( k - t)′Sx ( k - t) . (14)

其中 : P , S ∈Rn×n 为正定对称矩阵 , ′表示转置.

　　令 w( k) = 0 , 对于任意初始条件 ,沿系统 (12)

的任意轨迹 ,V ( x( k) ) 的一阶前向差分为

ΔV ( x ( k) ) : = V ( x( k + 1) ) - V ( x ( k) ) =

x ( k + 1)′Px ( k + 1) - x( k)′Px ( k) +

x ( k)′Sx ( k) - x ( k - d)′Sx ( k - d) .

考虑式 (12) 可得

ΔV ( x( k) ) = x̂ ( k)′Θx̂ ( k) . (15)

其中

x̂ ( k) : = [ x̂ ( k)′　x ( k - d)′]′,

Θ: =
A′0 P�A0 - P + S A′0 PA d

3 - S + A′d PA d

.

　　由 Schur补引理可知 ,不等式 (13) 保证了Θ <

0 ,则由式 (15) 知ΔV ( x( k) ) < 0 ,因此闭环系统

(12) 是稳定的. 下面建立系统 (12) 的 H∞性能准

则.首先要注意到系统 (12) 是渐进稳定的 ,则当 k →

∞时 , x( k) →0 ;然后在零初始条件下 ,考虑如下性

能指标 :

J : = ∑
∞

k = 0
{ z( k)′z ( k) - w( k)′w ( k) } =

∑
∞

k = 0
{ z( k)′z ( k) - w( k)′w ( k) +ΔV ( x( k) ) } +

V ( x ( k) ) | k = 0 - V ( x( k) ) | k→∞ , (16)

式中 V ( x( k) ) 的定义由式 (14) 给出.

　　考虑到 V ( x ( k) ) | k = 0 = 0 ,V ( x ( k) ) | k→∞ →0 ,

使用系统 (12) 和式 (15) 可以得到

J = ∑
∞

k = 0

ξ( k)′Λ1ξ( k) . (17)

其中

ξ( k) : = [ x ( k)′, x( k - d)′, w( k)′]′,

Λ1 : =

Ω11 Ω12 Ω13

3 Ω22 Ω23

3 3 Ω33

, (18)

Ω11 : = �A′0 P�A0 - P + S + �C′0 �C0 ,

Ω12 : = A′0 PA d + �C′0 �Cd ,

Ω13 : = A′0 P�B 2 + �C′0 �D2 ,

Ω22 : = - S + C′0 �Cd ,

Ω23 : = A′d P�B 2 + C′d �D ,

Ω33 : = - I + B′2 P�B 2 + D′2 �D2 .

　　对式 (13) 进行合同变换 ,即左乘 T: = I © Y1/ 2

© I © I © X1/ 2 , 右乘 T′;然后利用 (11) 可得

- P 0 P�A0 PA d P�B 2

3 - I �C0 �Cd �D2

3 3 - P + S 0 0

3 3 3 - S 0

3 3 3 3 - I

< 0 . (19)

　　由 Schur补引理可知 ,条件 (19) 保证了Λ1 < 0 ,

则有 J < 0 , 因而对于系统 (12) 有 ‖z‖2 ≤

‖w‖2 ,则可以得到系统 (12) 具有 H∞性能 1 .根据

引理 2 ,条件 (13) 保证了系统 (3) 具有 Gl2性能γ. □

　　不等式 (13) 是关于矩阵变量 P , S , X, Y的线

性矩阵不等式 ,故可以用成熟的 L MI求解算法通过

求解优化问题minγ; s. t . (8) , (9) , (13) 求出系统

(3) 的最优 Gl2 性能γ3 .

　　在定理 1 中 ,如果让不等式 (13) 中 X = Y =

γI ,即让扰动分量 Cq = q ,被调输出分量 Cp = p ,则

Gl2 性能条件变成了 H∞性能条件 ,可见 Gl2 性能指

标涵盖了 H∞性能指标 , H∞性能指标是 Gl2性能指

标的特例.可以预知 ,如果用 Gl2 性能指标来设计时
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滞系统的控制器 ,将会得到比 H∞控制更少保守性

的解.

4　Gl2 控制器设计
　　如果闭环系统 (3) 具有 Gl2 性能γ,则控制律

(2) 是时滞系统 (1) 的一个γ2次优状态反馈控制律.

下面的定理给出了状态反馈 Gl2 控制律存在的充分

条件.

　　定理 2　对于系统 (1) 及给定的正常数γ,如果

存在正定对称矩阵 Q , R ∈Rn×n 和矩阵 X ∈Rq×q , Y

∈Rp×p , H ∈Rn×n ,使得下面不等式成立 :

- Q 0 A0 Q + B1 H A dQ B2

3 - Y C0 Q + D1 H CdQ D2

3 3 - Q + R 0 0

3 3 3 - R 0

3 3 3 3 - X

< 0 ,

(20)

则系统 (1) 存在无记忆的γ2次优状态反馈 Gl2 控制

律 ,其中 X和 Y分别满足式 (8) 和 (9) .若控制器存

在 ,则控制器矩阵为

K = HQ - 1 . (21)

　　证明 　假设存在满足 L MI(20) 的正定对称矩

阵 Q , R ∈ Rn×n 和矩阵 X ∈ Rq×q , Y ∈ Rp×p , H ∈

Rn×n .因为 Q是正定的 ,所以存在控制器矩阵 K.

　　由式 (21) 可得 H = KQ ,代入式 (20) ,并考虑

式 (4) ,则有

- Q 0 �A0 Q A dQ B2

3 - Y �C0 Q CdQ D2

3 3 - Q + R 0 0

3 3 3 - R 0

3 3 3 3 - X

< 0 . (22)

　　利用 T: = Q- 1 © I © Q- 1 © Q- 1 © I对上式进

行合同变换 ,可得
- Q- 1 0 Q- 1 �A0 Q- 1 Ad Q - 1 B2Q - 1 B2

3 - Y �C0 Cd D2

3 3
- Q- 1 +

Q- 1 RQ - 1 0 0

3 3 3 - Q- 1 RQ - 1 0

3 3 3 3 - X

< 0.

(23)

　　定义 P : = Q- 1 , S : = Q- 1 RQ - 1 ,代入上式则得

到式 (13) ,根据定理 1 ,定理得证. □

　　不等式 ( 20 )是L M I ,所以可通过求解mi nγ;

s. t . (8) , (9) , (20) 来求取使得闭环系统的扰动抑制

度γ最小的状态反馈 Gl2控制律 ,也称为最优状态

反馈 Gl2 控制律.

5　算 　　例
　　考虑下面线性离散时滞系统 :

x ( k + 1) =

- 2 1

- 1 1
x( k) +

0 . 2 0 . 1

0 . 3 0 . 1
x( k - d) +

1

1
u( k) +

0 . 1 0 . 5

0 0 . 2
w( k) ,

z( k + 1) =

[1　1 ] x( k) + [0 . 1　0 . 1 ] x ( k - d) +

u( k) + [0 . 1　0 . 5 ]w( k) .

　　此例中 q = 2 , p = 1 .分别让集合 (5) 中的 Cq

= 1和 Cq = 2 ,以此来求解最优控制器.根据定理 2

给出的状态反馈 Gl2 控制器设计方法 ,分别对于 Cq

= 1和 Cq = 2这两种情况使用L MI工具箱求解 ,得

到最优的控制器和最优的性能指标如下 :

　　1) 在 Cq = 1 情况下 (相当于 H∞控制 ,所有扰

动被放在一起 ,用一个范数来界定) ,得到最优 Gl2

性能指标和最优控制器为

γ3 = 2 . 088 , K = [1 . 693 6　 - 0 . 999 95 ] ;

　　2) 在 Cq = 2 情况下 (输入扰动为独立范数有

界且系统具有全结构不确定性) ,得到最优 Gl2 性能

指标和最优控制器为

γ3 = 2 . 451 , K = [1 . 693 8　 - 1 ].

　　从上例可以看出 ,输入扰动为独立范数有界且

系统具有全结构不确定性时 , Gl2控制比 H∞控制的

保守性小.

6　结 　　语
　　本文针对简单的线性离散时滞系统 ,成功开发

出了最优状态反馈 Gl2 控制器设计方法.首先通过

简化的 Gl2 分析定理把 Gl2 控制器设计问题转化成

等价 H∞控制器设计问题 ;然后通过 L MI和构造

L yap unov函数方法 ,给出了线性离散时滞系统的

Gl2 状态反馈控制器的存在条件和设计方法. 所获

得的 Gl2 状态反馈控制器不仅保证闭环系统渐进稳

定 ,而且满足 Gl2 范数小于一定的衰减指标γ.在独

立有界范数和“元素 2元素”的有界全结构不确定
性情况下 ,本文设计方法与 H∞控制相比具有更少

的保守性.同时 ,得到的结果较容易扩展到凸多面体

不确定时滞系统.本文已成功将 Gl2 性能指标引入

简单时滞系统的综合.有理由相信 :如果把本文思想

用到其他复杂时滞系统综合问题中 ,同样会取得较

好的结果.
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了常规设计方法对模型参数以及故障信息的需要.

但对于非线性系统和模型不确定系统的重构控制还

需进一步的研究与深化.

6　结 　　论
　　针对飞控系统操纵面未知故障情况的重构设

计 ,本文提出了一种基于直接自适应控制的重构飞

控系统设计方法.根据飞行品质要求设计正常情况

下的控制器 ,采用优化算法设计了反馈补偿器以保

证故障系统的严格正实性 ,并利用 Lyap unov 函数

证明了重构系统的渐近稳定性.仿真结果显示 ,在舵

面严重受损的情况下 ,飞机仍能保持良好的性能.本

文算法简便可靠 ,适合工程应用.同时 ,为解决未知

故障情况下的重构控制拓宽了研究思路.
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