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采用双交叠模糊分划的 T2S模糊系统的稳定性分析
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(1.河北工业大学 电气与自动化学院 , 天津 300130 ; 2.上海交通大学 自动化研究所 , 上海 200240)

摘　要 : 研究前件变量采用双交叠模糊分划的 T2S模糊系统的稳定性问题.首先针对自由系统 ,将连续时间系统的、

基于最大交叠规则组的稳定性分析方法推广应用于离散时间系统 ,并采用模糊 Lyapunov方法得到了稳定性的新结

论.采用非并行分布补偿控制律 ,针对受控系统也得到了相应的结论.这些结论比已有的结果更加宽松.仿真例子验

证了该稳定性结论.
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Abstract : The stability is studied for fuzzy systems with their premise variables employing two2overlapped fuzzy

partition. For autonomous systems ,the stability analysis method of continuous systems is generalized to discrete time

systems based on the maximal overlapped2rule group ,and the fuzzy Lyapunov method is applied to obtain new stability

result s. By applying the non2parallel dist ributed compensation law , the corresponding result s are obtained for

controlled systems. The result s are less conservative than existing ones. A simulation example shows the stability

result s.
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1　引　　言
　　在模糊系统研究中 , T2S模糊系统占有重要的

地位[ 123 ] .关于 T2S模糊系统早期的稳定性研究 (如

文献[ 426 ]等)给出针对模型集中所有模型的公共

L yap unov函数 ,具有较大的保守性.文献[1 ,3 ,7 ]针

对连续型模糊系统[7 ]和离散模糊系统[1 ,3 ]采用了模

糊 L yap unov函数.如果公共 L yap unov函数为一个

二次型函数 ,对应的模糊 L yap unov 函数则是一组

二次型函数的特殊凸组合 ,组合系数是时变的且由

隶属度计算确定.对连续型模糊系统 ,文献 [ 2 ]研究

了前件变量采用双交叠模糊分划 ( TFP)时的性质 ,

提出了一个 T2S模糊系统稳定的充分条件 ,即在各

个最大交叠规则组内分别存在公共的正定矩阵.该

结果较公共 L yap unov函数方法更加宽松.

为进一步研究离散模糊系统的稳定性 ,本文考

虑前件变量采用 TFP的系统 ,将文献 [ 2 ]的方法推

广应用到离散时间系统. 对自由系统 ,结合模糊

L yap unov方法可得到新的结果 ,即在每个最大交叠

规则组内构造模糊 Lyap unov函数.对受控系统 ,以

非二次型 L yap unov函数 (其构造也与隶属度直接

相关)和非并行分布补偿控制律为例 ,也得到了相应

的结论.这些结论均比已有的结果更加宽松.

2　T2S模糊系统及其双交叠模糊分划
　　考虑 T2S模糊系统 ,其规则的形式如下 :

　　　　 R i1 i2 ⋯i p
:
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　　　　 If z1 ( t) is F
i1
1 , z2 ( t) is F

i2
2 ,

　　　　 　 ⋯,and z p ( t) is F
ip
p ,

　　　　 Then

　　　　 x( t + 1) = A i1 i2 ⋯i p
x ( t) + B i1 i2 ⋯, i p

u ( t) .

(1)

其中 : F
il
l ( i l ∈{ 1 ,2 , ⋯, rl } , l ∈{ 1 ,2 , ⋯, p} ) 为模

糊集 ; z l ( l ∈{ 1 ,2 , ⋯, p} ) 为系统的前件变量 ,记 z

= [ z1 , z2 , ⋯, z p ]T ; x ∈Rnx 为可测状态 ; u ∈Rnu 为

输入 ; i1 i2 ⋯i p 为规则序号.显然 ,模糊规则总数为 r

= ∏
p

l = 1
rl .

采用单点模糊法 , Sum2Product 推理和重心法

去模糊 ,模糊系统总体模型为

x ( t + 1) =

∑
rl

i l = 1 ; l∈{ 1 ,2 , ⋯, p}

hi1 i2 ⋯i p
( t) ( A i1 i2 ⋯i p

x ( t) + B i1 i2 ⋯i p
u ( t) ) =

A z x ( t) + B z u ( t) . (2)

其中 :对矩阵 X ,有

X z = ∑
rl

i l = 1 ; l∈{ 1 ,2 , ⋯, p}

hi1 i2 ⋯i p
( t) X i1 i2 ⋯i p

,

且

hi1 i2 ⋯i p
( t) ≥0 , Πi l ∈{ 1 ,2 , ⋯, rl } ,

l ∈{ 1 ,2 , ⋯, p} , ∑
rl

i l = 1 ; l∈{ 1 ,2 , ⋯, p}

hi1 i2 ⋯i p
( t) = 1 ;

(3a)

hi1 i2 ⋯i p
( t) =ωi1 i2 ⋯i p

( t) / ∑
rl

i l = 1 ; l∈{ 1 ,2 , ⋯, p}

ωi1 i2 ⋯i p
( t) .

(3b)

而ωi1 i2 ⋯i p
( t) 代表序号为 i1 i2 ⋯i p 的规则的激活度 ,

有

ωi1 i2 ⋯i p
( t) = ∏

rl

i l = 1 ; l∈(1 ,2 , ⋯, p}

F
il
l ( z l ( t) ) ,

F
il
l ( z l ( t) ) 为“z l ( t) is F

i l
l ”的隶属度函数.

首先考虑与式 (2) 对应的自由 T2S模糊系统

x( t + 1) = ∑
rl

i l = 1 ; l∈{ 1 ,2 , ⋯, p}

hi1 i2 ⋯i p
( t) A i1 i2 ⋯i p

x ( t) .

(4)

对该系统 ,早期的稳定性研究都采用公共二次型

L yap unov函数 ,典型的结果如下 :

引理 1[6 ] 　如果存在一个公共的正定对称矩阵

P使得

A T
i1 i2 ⋯i p

PA i1 i2 ⋯i p
- P < 0 ,

Πi l ∈{ 1 ,2 , ⋯, rl } , l ∈{ 1 ,2 , ⋯, p} , (5)

则系统 (4) 的平衡点 x = 0是大范围渐近稳定的.

寻找公共的正定对称矩阵 P往往比较困难 ,因

此引理 1 具有较大的保守性. 文献 [1 ] 等利用模糊

L yap unov函数 ,进一步给出稳定性结果 ,典型的如

下 :

引理 2　如果存在正定对称矩阵 Pi1 i2 ⋯i p
使得

A T
i1 i2 ⋯i p

P j1 j2 ⋯j p
A i1 i2 ⋯i p

- Pi1 i2 ⋯i p
< 0 ,

Π j l , i l ∈{ 1 ,2 , ⋯, rl } , l ∈{ 1 ,2 , ⋯, p} , (6)

则系统 (4) 的平衡点 x = 0是大范围渐近稳定的.

注 1　令 Pj1 j2 ⋯j p
= P ,则由式 (6) 得到式 (5) ,

故引理 2包含引理 1 .引理 2通过引入更多的线性矩

阵不等式 (L MI) 变量使得稳定条件更加宽松 ;同

时 ,由于引入更多的自由参数 ,使得 L MI数量由引

理 1 的 N L1 = ∏
p

l = 1
rl 个增加到引理 2 的 N L2 =

(∏
p

l = 1
rl)

2
个.

下面考虑一类常见的系统 ,即采用 TFP 的系

统.

定义 1[2 ] 　称模糊集组{ Fi
l , i = 1 ,2 , ⋯, rl } 为

论域 Zl 的一个 TFP ,如果 Fi
l 在论域 Z l 上是两两交

叠的.称数值 rl 为论域 Z l 的模糊分划数.显然在系

统 (1) ～ (4) 中 ,对于 z l ,模糊分划数为 rl , l ∈{ 1 ,2 ,

⋯, p} .

定义 2　对于系统的某一 z( t) , 所有激活度

ωi1 i2 ⋯i p
( t) > 0 的规则构成了一个交叠规则组. 该

z( t) 称为此交叠规则组的一个作用点 ,所有作用点

的集合称为该交叠规则组的作用域.

定义 3　在所有交叠规则组中 ,包含规则数最

多的称为最大交叠规则组.

采用 TFP的系统具有重要的性质[2 ] :其最大交

叠规则组共有 M = ∏
p

l = 1

( rl - 1) 个 ,每个最大交叠规

则组中包含的规则数为 2 p ;任一交叠规则组中所包

含的规则均包含于最大交叠规则组.

对采用 TFP的连续时间系统 ,文献 [2 ]得到了

一个结果.该结果可直接用于离散时间系统 :

定理 1　假设各前件变量均采用 TFP.如果在

各最大交叠规则组中 ,分别存在一个公共的正定对

称矩阵 Pm , m ∈{ 1 ,2 , ⋯, M} 使得

A T
im1 im2 ⋯im

p
Pm A im

1 im
2 ⋯imp - Pm < 0 ,

Πim
1 im

2 ⋯im
p ∈sm , m ∈{ 1 ,2 , ⋯, M} , (7)

其中 sm = {第 m个最大交叠规则组中包含的规则序

号} ,则系统 (4) 的平衡点 x = 0是大范围渐近稳定

的.

证明 　只需将文献[2 ]中定理 3的证明对偶地

用于离散时间系统即可. □
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与引理 1相比 ,定理 1增加了自由L MI变量 ,因

此稳定的条件更加宽松.根据最大交叠规则组的性

质可知 ,定理 1中包含的 L MI的个数为 N T1 = M ×

2 p = ∏
p

l = 1
2 ( rl - 1) .随着 p和 r l 的增加 ,定理 1中的

L MI变量数和 L MI个数的增加都比引理 2慢得多.

然而 ,定理 1在每个最大交叠规则组中仍然采用了

公共的正定矩阵.本文下一节将针对采用 TFP的系

统 ,基于模糊型 L yap unov方法给出两个新的结论.

3　自由 T2S模糊系统稳定性的新结论

　　定理 2　假设各前件变量均采用 TFP.如果存

在正定对称矩阵 Pi1 i2 ⋯i p
, i l ∈{ 1 ,2 , ⋯, rl } , l ∈{ 1 ,

2 , ⋯, p} ,使得

A T
im
1 im

2 ⋯imp P jm
1 jm

2 ⋯jm
p

A im1 im2 ⋯im
p

- Pim
1 im

2 ⋯imp < 0 ,

Πim
1 im

2 ⋯im
p , j m

j j m
2 ⋯j m

p ∈sm ,

m ∈{ 1 ,2 , ⋯, M} , (8)

则系统 (4) 的平衡点 x = 0是大范围渐近稳定的.

证明 　是文献[2 ]中定理 3证明的推广. □

注 2　对定理 2 ,需注意以下 4点 :

1) 所取正定矩阵数量与引理 2相同 ;

2) 一般来说 ,总的无重复L MI的个数 N T2 < M

×(2 p ) 2 = ∏
p

l = 1
4 ( rl - 1) ,这是因为对不同的最大交

叠规则组可能存在完全相同的 L MI;

3) N L1 ≤N T2 ≤N L2 ,不难看出 ,式 (8) 是 (6) 的

一部分 ,因此定理 2较引理 2更加宽松 ;

4) 尽管推广应用了定理 1 的证明方法 ,定理 2

的意义却有很大不同 ,主要在于正定矩阵不是特别

针对最大交叠规则组选取的.

定理 3　假设各前件变量均采用 TFP.如果在

各最大交叠规则组中 ,存在正定对称矩阵 Pm
im
1 im

2 ⋯imp

使得

A T
im
1 im

2 ⋯im
p

P m
jm
1 j m

2 ⋯j m
p

- Pm
im1 im2 ⋯imp < 0 ,

Πim
1 im

2 ⋯im
p , j m

1 j m
2 ⋯j m

p ∈sm ,

m ∈{ 1 ,2 , ⋯, M} , (9)

则系统 (4) 的平衡点 x = 0是大范围渐近稳定的.

证明 　考虑定理 1的结果 ,只需在每个交叠规

则组内部 ,采用模糊型L yap unov方法对定理 1进行

推广即可 (就象引理 2是对引理 1的推广一样) . □

注 3　对定理 3 ,需注意以下 4点 :

1) L MI变量的个数为∏
p

l = 1
2 ( rl - 1) ,即等于定

理 1对应的 L MI个数 ;

2) L MI的个数 N T3 = M ×(2 p) 2 = ∏
p

l = 1
4 ( rl -

1) ;

3) 若令 Pm
im1 im2 ⋯imp = Pim

1 im
2 ⋯imp ,则不难看出定理 3

较定理 2更加宽松 ;

4) 若令 Pm
im1 im2 ⋯imp = Pm ,则不难看出定理 3较定

理 1更加宽松.

4　考虑控制器后的新结论
　　有了定理 2和定理 3后 ,可进一步考虑引入控

制器后的相应结论.为方便起见 ,本节的符号表达采

用一些简化形式 ,如数学公式中的 ( 3 ) 表示对称矩

阵中的对称元 , i1 i2 ⋯i p 简化为 i , im
1 im

2 ⋯im
p 简化为 i m

等.考虑受控系统 (2) ,并采用如下形式的控制器 :

u( t) = (∑
r

i = 1
hi ( z ( t) ) Y i) (∑

r

i = 1
hi ( z( t) ) Gi)

- 1
x ( t) =

Y z G- 1
z x ( t) , (10)

其中 Y i和 Gi待定.针对式 (2) 和 (10) ,文献[8 ]研究

了闭环系统的稳定性 , 得到如下结果 (见其

“Theorem 5”) :

引理 3　如果存在矩阵 Y i , Gi和对称矩阵 P i >

0 , Qk
i > 0 , Qk

ij , j > i ,使得

Υk
ii > Qk

i , i , k ∈{ 1 , ⋯, r} , (11)

Υk
ij +Υk

ji > Qk
ij , j > i ,

i , j , k ∈{ 1 , ⋯, r} , (12)

Ψk =

2Qk
1 ( 3 ) ⋯ ( 3 )

Qk
12 2Qk

2 ⋯ …

… … ω ( 3 )

Qk
1 r ⋯ Qk

( r- 1) r 2Qk
r

> 0 ,

　　　　k ∈{ 1 , ⋯, r} . (13)

其中

Υk
ij =

Pi ( 3 )

A i G j + B i Y j Gk + GT
k - Pk

,

i , j , k ∈{ 1 , ⋯, r} . (14)

则采用控制器 (10) 后 ,受控系统 (2) 的平衡点 x = 0

是大范围渐近稳定的.

引理 3中 , Qk
i 和 Q k

ij 都是松弛矩阵变量 ,因为令

它们为零阵并去掉式 (13) 时 ,将得到更加保守的稳

定性结论.将定理 2和定理 3分别与引理 3结合 ,可

得到如下两个结论.

定理 4　假设各前件变量均采用 TFP.如果存

在矩阵 Y i , Gi和对称矩阵 P i > 0 , Qk
i > 0 , Qk

ij , j > i ,

使得

Υkmim i m
> Qkmim

, im , km ∈sm , (15)

Υkmim j m
+Υkmjm i m

> Qkmim j m
,

j m > im , im , j m , km ∈sm , (16)

Ψkmm > 0 , km ∈sm . (17)

954



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 22 卷

其中

　Υkmim j m
=

Pim
( 3 )

A im G j m
+ B im Y jm

Gkm
+ GT

km
- Pkm

,

　　　　　im , j m , km ∈sm ; (18)

Ψkmm = Ψk 去掉所有下标 i , j | sm 的 Q分块.

(19)

则采用控制器 (10) 后 ,受控系统 (2) 的平衡点 x = 0

是大范围渐近稳定的.

证明略. □

注 4　对定理 4 ,需注意以下 3点 :

1) L MI变量的个数与引理 3相同 ,但L MI的数

量一般比引理 3少 ;

2) 由于每个最大交叠规则组中包含的规则数

为 2 p ,Ψkmm 总是具有 2 p ×2 p 个 Q分块 ,与引理 3的

Ψk 相比 ,Ψkmm 一般具有更小的维数 ;

3) 定理4的条件是引理 3的一部分 ,因此定理4

较引理 3更加宽松.

定理 5　假设各前件变量均采用 TFP.如果存

在矩阵 Y i , Gi ,且在第 m个最大交叠规则组中存在

对称矩阵 P m
im > 0 , Qmk mim

> 0 , Qmk mim j m
, j m > im ,使得

Υmk mim i m
> Qmk mim

, im , km ∈sm , (20)

Υmk mim j m
+Υmk mjm i m

> Qmk mim j m
,

j m > im , im , j m , km ∈sm , (21)

Ψmk m =

2Q
mk m

i1m
( 3 ) ⋯ ( 3 )

Q
mk m

i1m i2m
2Q

mk m

i2m
⋯ …

… … ω ( 3 )

Q
mkm

i1m i2
p

m
⋯ Q

mkm

i2
p - 1

m i2
p

m
2Q

mk m

i2
p

m

> 0 ,

km ∈sm . (22)

其中

Υmk mim j m
=

Pm
im

( 3 )

A im G j m
+ B im Y jm

Gkm
+ ( Gkm

) T - Pm
km

,

im , j m , km ∈sm ; (23)

{ i1
m , i2

m , ⋯, i2 p

m } 组成与 sm 对应的

Q分块的下标集. (24)

则采用控制器 (10) 后 ,受控系统 (2) 的平衡点 x = 0

是大范围渐近稳定的.

如果在定理 5中 ,用{ Pim , Qkmim , Qkmim j m
}代替{ Pm

im
,

Qmk mim
, Qmk mim j m

} ,则得到定理 4 .故定理 5是比定理 4更

加宽松的稳定性结论.

5　仿真比较
　　考虑一个具有两个前件变量的 T2S模糊控制系

统 ,其规则的形式如下 :

R ij : If z1 ( t) is Fi
1 and z2 ( t) is Fj

2 ,

Then x( t + 1) = A ij x ( t) + B ij u ( t) ,

i ∈{ 1 ,2 ,3} , j ∈{ 1 ,2} . (25)

其中 : z1 = x1 的模糊分划为{ Fi
1 , i = 1 ,2 ,3} , z2 =

x2 的模糊分划为{ Fi
2 , i = 1 ,2} , Fi

1 , Fi
2 均采用梯形

隶属度函数 ,符合双交叠模糊分划的条件.系统前件

变量平面上的示意见图 1 .系统一共有 15个交叠规

则组 , M ij 为只包含规则 R ij 的单规则组的作用域 ;

S1 , S2 为两个最大交叠规则组的作用域 , S1 包含了

R11 , R12 , R21 , R22四条规则 , S2 包含了 R21 , R22 , R31 ,

R32 四条规则 ;其余 7个交叠规则组均只包含 2条规

则.

图 1　两前件变量模糊系统的模糊分划平面示意

为方便说明问题 ,仅考虑如下特殊情形 :

A 11 = A 12 =
1 - β

- 1 - 0 . 5
,

A 21 = A 22 =
1 0

- 1 - 0 . 5
,

A 31 = A 32 =
1 β

- 1 - 0 . 5
,

B11 = B12 =
5 +β

2β
,

B21 = B22 =
5

0
,

B31 = B32 =
5 - β

- 2β
.

　　采用引理 3和定理 4 (定理 5) ,则存在可行解的

条件分别为β≤1 . 766 60 和β≤1 . 796 67 (β≤

1 . 796 78) . 采用文献[8 ]的 Theorem 3～ Theorem

5 时 , 存在可行解的条件是β ≤ 1 . 756 6 ,β ≤

1 . 761 36和β≤1 . 766 60 .因此相比较而言 ,本文的

定理 4 对结论的改进是比较显著的 (在文献 [8 ] 中

Theorem 4 和 Theorem 5 作为主要结论 , 是对

Theorem 3的改进) .

取β= 1 . 796 ,采用定理 4得到如下可行解 :

　　　Y11 = Y12 = [ - 131 . 3　1 354 ] ,

　　　G11 = G12 =
2 030 . 7 1 032 . 1

453 . 5 5 633 . 7
,

064
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　　　Y21 = Y22 = [ - 466 . 7　96 . 2 ] ,

　　　G21 = G22 =
2 140 . 3 - 1 000 . 3

552 . 2 4 601 . 8
,

　　　Y31 = Y32 = [ - 1 337 . 4　 - 1 355 . 8 ] ,

　　　G31 = G32 =
3 634 505 . 7

624 3 013 . 6
.

取 x (0) = [5　- 5 ]T ,采用控制律 (10) 后的闭环状

态响应如图 2虚线所示.

图 2　闭环状态响应曲线

采用定理 5得到如下可行解 :

Y11 = Y12 = [ - 0 . 097 9　1 . 028 3 ] ,

G11 = G12 =
1 . 539 0 0 . 752 7

0 . 326 7 4 . 273 3
,

Y21 = Y22 = [ - 0 . 341 5　0 . 063 7 ] ,

G21 = G22 =
1 . 557 9 - 0 . 747 5

0 . 374 6 3 . 407 3
,

Y31 = Y32 = [ - 0 . 981 0　 - 0 . 995 1 ] ,

G31 = G32 =
2 . 658 9 0 . 399 3

0 . 461 8 2 . 185 5
.

取 x (0) = [5　- 5 ]T ,采用控制律 (10) 后的闭环状

态响应如图 2实线所示.注意实线和虚线几乎重合 ,

是因为二者基于同样的控制律.

需要指出 ,本文仿真采用的是 Matlab 5. 3 L MI

工具箱中的 FEASP (L MIS , OP TIONS) , 其中

OP TIONS选择为 [0 100 1e9 10 0 ] ,其他的求解方

法可能给出不同的仿真结果.

6　结 　　语
　　本文考虑前件变量采用双交叠模糊分划的 T2S

模糊系统 ,采用参数 L yap unov函数给出了新的稳

定性结论.这些结论比已有的结果更加宽松 ,因此适

用范围更加宽一些.在判断可行性所涉及的计算量

方面 ,一般来说本文的定理 2 比已有结论引理 2 更

小 ;定理 4比已有结论引理 3 更小.除引理 3 以外 ,

其他已有的关于离散 T2S模糊系统稳定性的结果

(见文献 [ 3 ,9 ,10 ]等)都可以应用于采用 TFP的系

统 ,得到对应的结论 .不仅如此 ,本文提供的方法可

作为进一步分析双交叠模糊分划 T2S模糊系统的

基础.
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