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摘　要 : 研究确定的以及具有范数有界不确定性的离散广义系统的严格正实分析和控制问题 .首先给出了确定离散

广义系统状态反馈扩展严格正实控制器的存在条件和设计方法 ;然后利用线性矩阵不等式分析了不确定离散广义系

统广义二次稳定且扩展严格正实的条件 ,讨论了状态反馈使闭环系统广义二次稳定且扩展严格正实问题 ,给出了状

态反馈鲁棒扩展严格正实控制器的综合方法 ;最后通过数值算例说明了所提出方法的有效性.
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Abstract : The problems of st rictly positive real analysis and design are considered for discrete2time singular systems

with or without uncertainties which are expressed in a norm2bounded form. The existence condition of state feedback

extended st rict positive real controller is presented for discrete2time singular systems. By means of linear matrix

inequality , a sufficient condition for that the uncertain discrete2time singular system is generalized quadratically stable

and extended st rict positive real is derived. State feedback controller to achieve generalized quadratic stability and

extended st rict positive realness is discussed. Furthermore , a method of designing state feedback robust extended

st rict positive real controller is given. Finally , a numerical example shows the effectiveness of this method.
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1　引　　言
　　正实性是电路和系统理论中的一个基本性质 ,

它在系统和控制理论中有关稳定性分析、超稳定性、

二次型最优、系统的稳定实现等方面都有重要的应

用.所谓正实控制问题 ,是指对于一个给定的对象 ,

构造内稳控制器使闭环系统正实[1 ] .这样的控制器

称为正实控制器.对这一问题的研究源自鲁棒控制

和非线性控制.因为实际系统中不可避免地存在不

确定性 ,近年来不确定系统的鲁棒正实控制问题成

为众多学者研究的热点[225 ] .

文献[6 ]讨论了线性多变量系统的鲁棒输出反

馈正实控制器的设计问题 ;文献[ 7 ]研究了离散系统

的鲁棒正实控制问题.广义系统较正常系统更具保

持系统物理等特性的能力 ,因此研究广义系统的鲁

棒性能具有重要意义.但目前对广义系统正实控制

的研究还不充分[8 ,9 ] ,尤其是广义系统的鲁棒正实

控制的研究还很少见[10 ] .

本文讨论确定及不确定离散广义系统的鲁棒严

格正实控制问题.利用线性矩阵不等式 ,给出了不确

定离散广义系统广义二次稳定且扩展严格正实的充

分条件 ;利用矩阵不等式 ,给出了确定离散广义系统

状态反馈扩展严格正实控制器以及不确定离散广义

系统状态反馈鲁棒扩展严格正实控制器的存在条件

和设计方法.最后通过数值算例验证了所提出方法

的正确性.

2　预备知识
　　考虑离散广义系统 (Σ)
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Ex ( k + 1) = A x ( k) + Bω( k) ,

z ( k) = Cx ( k) + Dω( k) .
(1)

其中 : x ( k) ∈Rn ,ω( k) ∈R p , z ( k) ∈R p分别为系统

的状态向量、外部输入和被调输出 ; E ∈ Rn×n 且

rank ( E) = r < n.系统 (Σ) 的传递函数为

G( z) = C( z E - A) - 1 B + D.

　　定义 1[8 ] 　系统 (Σ) 称为正实的 ,如果传递函

数 G( z) 在复单位圆外 | z | > 1 解析 ,且 G( z) +

G3 ( z) ≥0 , Π | z | > 1成立 ;系统 (Σ) 称为严格正

实的 ,如果传递函数 G( z) 在 | z | ≥1解析 ,且

G(ejθ) + G3 (ejθ) > 0 , Πθ∈[0 ,2π]

成立 ;系统 (Σ) 称为扩展严格正实的 ,如果系统 (Σ)

是严格正实的 ,且 G( ∞) + G3 ( ∞) > 0 .

引理 1[8 ] 　对于离散广义系统 (Σ) ,下述两个条

件是等价的 :

1) 系统 (Σ) 是容许且扩展严格正实的 ;

2) 存在对称矩阵 P ∈Rn×n ,满足

ET PE ≥0 ,

A T PA - ET PE CT - A T PB

C - B T PA - ( D + DT - B T PB )
< 0 .

　　引理 2[11 ] 　如果对称矩阵 R可逆 ,矩阵 F满足

FFT ≤ I , M和 N 是适维常数矩阵 ,且存在正数ε满

足εI - N R N T > 0 ,则

( A + M FN ) R ( A + M FN ) T ≤

A [ R + RN T (εI - N R N T ) - 1 N R ] A T +εM M T .

　　引理 3[12 ] 　对于任意适维常数矩阵 X 和 Y 以

及正数ε,有

X Y T + Y X T ≤εX X T +ε- 1 Y Y T .

3　严格正实控制
　　考虑离散广义系统 (Σs)

Ex ( k + 1) = A x ( k) + Bω( k) + B1 u( k) ,

z ( k) = Cx ( k) + Dω( k) + D1 u( k) .
(2)

其中 u( k) ∈Rm 为系统的控制输入.

下面对系统 (Σs) 设计状态反馈控制器 u( k) =

Kx ( k) ,使闭环系统容许且扩展严格正实.相应的控

制器称为状态反馈扩展严格正实控制器.

定理 1　对于离散广义系统 (Σs ) ,如果存在可

逆对称矩阵 P和正数ε,满足矩阵不等式

ET PE ≥0 , (3)

A T PA - ET PE - ΦTΨ- 1Φ CT - A T PB

C - B T PA - ( D + DT - B T PB )
< 0 ,

(4)

则离散广义系统 (Σs) 存在状态反馈扩展严格正实

控制器 ,且控制器可取 u( k) = - Ψ- 1Φx ( k) .其中

Φ = B T
1 PA + ( DT

1 - B T
1 PB ) H - 1 ( C - B T PA ) ,

Ψ = B T
1 PB 1 + ( DT

1 - B T
1 PB ) H - 1 ×

( D1 - B T PB 1 ) +εI > 0 ,

这里 H = D + DT - B T PB .

　　证明 　将 u( k) = Kx ( k) 作用于系统 (Σs) ,可

得闭环系统 (Σsk )

Ex ( k + 1) = A c x ( k) + Bω( k) ,

z ( k) = Cc x ( k) + Dω( k) .

其中

A c = A + B1 K , Cc = C + D1 K.

由引理 1 ,如果存在可逆对称矩阵 P满足式 (3) ,以

及
A T

c PA c - ET PE CT
c - A T

c PB

Cc - B T PA c - ( D + DT - B T PB )
< 0 , (5)

则闭环系统 (Σsk ) 容许且扩展严格正实.由 Schur 补

性质 ,式 (5) 等价于

A T PA - ET PE + ( CT - A T B P) H - 1 ×

( C - B T PA ) + KTΦ+ΦT K +

KT (Ψ -εI ) K < 0 ,

以及 H > 0 .当 K = - Ψ- 1Φ时 ,由式 (4) 可得

A T PA - ET PE + ( CT - A T PB ) H - 1 ×

( C - B T PA ) - ΦTΨ- 1Φ+ ( KT +

ΦTΨ- 1 )Ψ( K +Ψ- 1Φ) < 0 ,

以及 H > 0 .于是当 K = - Ψ- 1Φ时 ,式 (5) 成立. □

4　鲁棒严格正实分析与设计
　　考虑不确定离散广义系统 (ΣΔ)

Ex ( k + 1) = AΔx ( k) + BΔω( k) ,

z ( k) = CΔx ( k) + DΔω( k) .
(6)

系统中的参数矩阵为

AΔ BΔ

CΔ DΔ
=

A B

C D
+

H1

H2

F[ E1 　E2 ]. (7)

其中 : A , B , C , D , H1 , H2 , E1 , E2 为常数矩阵 ; F为

不确定矩阵 ,且满足 FFT ≤ I.

对于不确定广义系统 (ΣΔ) ,给出如下定义 :

定义 2　不确定离散广义系统 (ΣΔ) 称为广义二

次稳定的 ,如果存在可逆对称矩阵 P ∈Rn×n ,使得

ET PE ≥0 , A T
ΔPAΔ - ET PE < 0 ,

对所有满足式 (7) 的不确定性成立.

定义 3　不确定离散广义系统 (ΣΔ) 称为广义二

次稳定且扩展严格正实的 ,如果存在可逆对称矩阵

P ∈Rn×n ,使得

ET PE ≥0 ,

A T
ΔPAΔ - ET PE CT

Δ - A T
ΔPBΔ

CΔ - B T
ΔPAΔ - ( DΔ + DT

Δ - B T
ΔPBΔ)

< 0 ,

对所有满足式 (7) 的不确定性成立.

注 1　由定义 2 ,如果系统 (ΣΔ) 是广义二次稳

定的 ,则该系统对所有满足式 (7) 的不确定性都是
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容许的[8 ] .

定理 2　对于不确定离散广义系统 (ΣΔ) ,如果

存在可逆对称矩阵 P以及正数ε1 和ε2 ,使得ε1 I -

HT
1 P H 1 > 0 ,且满足式 (3) 以及线性矩阵不等式

A T PA - ET PE CT - A T PB

C - B T PA - ( D + DT - B T PB )

HT
1 PA - HT

1 PB

(ε1 +ε2 ) E1 - (ε1 +ε2 ) E2

0 HT
2

→

←

A T PH 1 (ε1 +ε2 ) ET
1 0

- B T PH 1 - (ε1 +ε2 ) ET
2 H2

- ε1 I + HT
1 PH 1 0 0

0 - (ε1 +ε2 ) I 0

0 0 - ε2 I

< 0 , (8)

则广义系统 (ΣΔ) 是广义二次稳定且扩展严格正实

的.

证明 　由定义 3知 ,如果存在可逆对称矩阵 P

满足式 (3) ,以及

Ω =
A T
ΔPAΔ - ET PE CT

Δ - A T
ΔPBΔ

CΔ - B T
ΔPAΔ - ( DΔ + DT

Δ - B T
ΔPBΔ)

< 0 ,

则广义系统 (ΣΔ) 是广义二次稳定且扩展严格正实

的.

由引理 2知

A T
Δ

- B T
Δ

P
A T
Δ

- B T
Δ

T

≤

A T

- B T
( P + P H 1 (ε1 I - HT

1 P H 1 ) - 1 HT
1 P) ×

A T

- B T

T

+ε1
ET

1

- ET
2

ET
1

- ET
2

T

,

其中正数ε1 满足ε1 I - HT
1 PH 1 > 0 .

由引理 3知

0 ( H2 FE1 ) T

H2 FE1 - ( H2 FE2 + ( H2 FE2 ) T )
=

0

H2

F[ E1 　 - E2 ] +
ET

1

- ET
2

FT [0　HT
2 ] ≤

ε2
ET

1

- ET
2

ET
1

- ET
2

T

+ε- 1
2

0

H2

0

H2

T

,

其中ε2 为任意正数.于是

Ω ≤

- ET PE CT

C - ( D + DT )
+

A T

- B T
( P +

P H 1 (ε1 I - HT
1 P H 1 ) - 1 HT

1 P)
A T

- B T

T

+

ε1
ET

1

- ET
2

ET
1

- ET
2

T

+ε2
ET

1

- ET
2

ET
1

- ET
2

T

+

　　　ε- 1
2

0

H2

0

H2

T

.

　　由 Schur补性质 ,当式 (8) 成立时必有Ω < 0 ,

于是定理 2得证. □

考虑不确定离散广义系统 (ΣΔs )

Ex ( k + 1) = AΔx ( k) + BΔω( k) + B1Δu ( k) ,

z ( k) = CΔx ( k) + DΔω( k) + D1Δu ( k) .

(9)

其中 :B1Δ = B1 + H1 FE3 , D1Δ = D1 + H2 FE3 , B1 ,

D1 , E3 是已知矩阵 ,其余矩阵与式 (7) 相同.

下面对系统 (ΣΔs ) 设计状态反馈控制器 u( k) =

Kx ( k) ,使闭环系统广义二次稳定且扩展严格正实.

相应的控制器称为状态反馈鲁棒扩展严格正实控制

器.

定理 3　对于不确定离散广义系统 (ΣΔs ) ,如果

存在可逆对称矩阵 P以及正数ε1 ,ε2 ,ε3 ,使得ε1 I -

HT
1 P H 1 > 0 ,且满足式 (3) 以及矩阵不等式

　

Ξ CT - A T PB

C - B T PA - ( D + DT - B T PB )

HT
1 PA - HT

1 PB

(ε1 +ε2 ) E1 - (ε1 +ε2 ) E2

0 HT
2

→

　←

A T PH 1 (ε1 +ε2 ) ET
1 0

- B T PH 1 - (ε1 +ε2 ) ET
2 H2

- ε1 I + HT
1 PH 1 0 0

0 - (ε1 +ε2 ) I 0

0 0 - ε2 I

< 0 , (10)

则不确定离散广义系统 (ΣΔs ) 存在状态反馈鲁棒扩

展严格正实控制器 , 且控制器可取 u( k) =

- Λ- 1Γx ( k) . 其中

Ξ = A T PA - ET PE - ΓTΛ- 1Γ,

V = P H 1 (ε1 I - HT
1 PH 1 ) - 1 HT

1 P ,

U = D + DT - B T V B - B T PB -

　 　ε- 1
2 H2 HT

2 - (ε1 +ε2 ) ET
2 E2 ,

X1 = B T
1 PA + B T

1 V A + (ε1 +ε2 ) ET
3 E1 ,

X2 = B T
1 PB 1 + B T

1 V B 1 + (ε1 +ε2 ) ET
3 E3 ,

X3 = CT - A T V B - A T PB - (ε1 +ε2 ) ET
1 E2 ,

X4 = DT
1 - B T

1 PB - B T
1 V B - (ε1 +ε2 ) ET

3 E2 ,

Γ = X1 + X4 U - 1 X T
3 ,

Λ = X2 + X4 U - 1 X T
4 +ε3 I > 0 .

　　证明 　将 u( k) = Kx ( k) 作用于系统 (ΣΔs ) ,得

闭环系统 (ΣΔk )

Ex ( k + 1) = ( AΔ + B1ΔK) x ( k) + BΔω( k) ,

z ( k) = ( CΔ + D1ΔK) x ( k) + DΔω( k) .

(11)

其中
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AΔ + B1ΔK

CΔ + D1ΔK
=

　　　　
A + B1 K

C + D1 K
+

H1

H2

F( E1 + E3 K) .

利用定理 2 ,并由定理 1的证明知定理 3成立. □

5　数值算例
　　不确定离散广义系统 (ΣΔ) 的参数取为

E =
1 0

0 0
, A =

0 0

0 1
, B =

0 . 1

- 0 . 1
,

C = [0 . 1　 - 0 . 1 ] , D = 0 . 1 , E1 = [0 . 3　0 . 2 ] ,

E2 = 0 . 1 , H1 =
0 . 03

0 . 1
, H2 = 0 . 02 .

　　利用Matlab中的L MI工具箱 ,求得定理 2的可

行解

ε1 = 0 . 603 0 ,ε2 = 0 . 854 3 ,

P =
1 . 185 9 - 0 . 895 2

- 0 . 895 2 - 1 . 153 3
,

因此广义系统 (ΣΔ) 是广义二次稳定且扩展严格正

实的.在系统 (ΣΔ) 的基础上将系统 (ΣΔs ) 的参数取

为

B1 =
0 . 1

0 . 2
, D1 = 0 . 2 , E3 = 0 . 01 ,

则存在ε3 = 1以及上述ε1 ,ε2 , P满足定理 3的条件 ,

于是

Γ = [0 . 062 9　0 . 466 9 ] ,Λ = 1 . 112 1 .

从而状态反馈鲁棒扩展严格正实控制器参数矩阵

K = [ - 0 . 056 5　0 . 419 9 ].

6　结 　　语
　　本文讨论了一类不确定离散广义系统的鲁棒严

格正实分析和控制问题.利用矩阵不等式 ,分别给出

了状态反馈扩展严格正实控制器以及鲁棒扩展严格

正实控制器的存在条件和设计方法.数值计算结果

表明 ,控制器参数可通过求解线性矩阵不等式而得

到.
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