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具有时变时滞的离散切换系统基于观测器的 H∞控制

宋政一 , 聂　宏 , 赵　军
(东北大学 信息科学与工程学院 , 沈阳 110004)

摘　要 : 利用多 Lyapunov函数方法 ,研究一类具有时变时滞的线性离散切换系统基于观测器的 H∞控制问题.通过

设计对角分块形式的多 Lyapunov函数矩阵 ,使切换律只依赖于观测状态 .在基于观测器的切换反馈控制策略下 ,给

出了系统实现 H∞控制的充分条件 ,且条件可以表示为与时滞界相关的线性矩阵不等式 (L MI)的形式 ,同时还给出

了切换律、观测器和控制器的设计方案.最后用一个仿真例子表明了结论的有效性.
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Abstract : The problems of observer2based H∞ control and the design of switching law are addressed for a class of

linear discrete2time switched systems with time2varying delay in state by using multiple Lyapunov function technique.

A novel multiple Lyapunov function matrix with diagonal2block form is devised to solve the difficulties in designing

switching law. Under observer2based switching feedback , a delay2dependent L MI2based sufficient condition for the

problem is derived. The corresponding H∞ controllers , observers and observer2state2dependent switched law are

simultaneously designed. Finally , a simulation example shows the effectiveness of the result s.
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1　引　　言
　　时滞在许多实际工程系统中是广泛存在的 ,而

这些时滞往往是造成系统不稳定和性能衰减的主要

因素.因此 ,近 10年来 ,人们对离散时滞系统的 H∞

控制问题进行了较为深入的研究.时滞系统的研究

成果大体可分为两类 :一类是与时滞大小无关的结

果[1 ,2 ] ;另一类是与时滞大小相关的结果[3 ,4 ] . 在时

滞很小的情况下 ,时滞相关的结果保守性更小.研究

与时滞大小相关的 H∞控制的主要目的有两个 :一

是对给定的 H∞性能界 ,寻求允许的最大时滞 ;二是

对于固定的时滞 ,寻求允许的最小 H∞性能界.另一

方面 ,实际系统状态的不完全可获得性 ,使基于观测

器的控制器得到了广泛使用. 但有关时滞系统的

H∞状态观测器设计的文献却相对较少[5 ] .

　　切换系统因其在理论和实际方面的重要作用 ,

已引起了人们的广泛关注 ,并在稳定性方面取得了

许多的研究成果[6212 ] .其中文献 [12 ]基于线性矩阵

不等式 ,用切换L yap unov函数方法研究了不确定线

性离散切换系统在任意切换下的鲁棒 H∞镇定问

题 ,但没有考虑系统包含时滞的情形.到目前为止 ,

在离散切换系统的现有文献中 ,很少涉及到切换律

的设计及考虑使用基于观测器的反馈控制策略.

　　本文利用多 L yap unov函数方法 ,研究一类具

有时变时滞的线性离散切换系统的基于观测器的

H∞控制问题.在每个子系统都不能实现 H∞控制

的情况下 ,利用基于观测器的切换反馈控制策略 ,使

系统实现 H∞控制 ,同时还给出了只依赖于观测状

态的切换律 ,以及切换观测器和 H∞切换控制器的
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设计方案.最后 ,用仿真例子进一步说明了本文结论

的有效性.

2　问题描述
　　对于对称矩阵 X和 Y ,记号 X < Y (或者 X >

Y) 表示矩阵 X - Y是负定的 (或者正定的) . Z+表示

非负整数集. l2 [0 , ∞) 表示平方可和的向量空间.记

号 3 在矩阵里表示一个对称结构.例如 ,若 L 和 R

是对称矩阵 ,那么

L 3
N R

=
L N T

N R
.

　　考虑如下变时滞线性离散切换系统 :

x k+1 = Aσx k + A dσx k- d( k) + Bσu k + Hσw k ,

y k = Fσx k , z k = Cσx k + Dσu k ,

x k = <( k) , k = - d , - d + 1 , ⋯,0 . (1)

其中 : k ∈ Z+ , x k ∈Rn是系统的状态 , uk ∈R l 是控

制输入 , w k ∈Rq是外部扰动输入且 w k ∈l2 [0 , ∞) ,

y k ∈R r是测量输出 , z k ∈R p是被控输出 ,σ( k) 是在

�M = { 1 ,2 , ⋯, m} 中取值的待设计的切换信号 ;对

固定的σ, Aσ , A dσ , Bσ , Hσ , Fσ , Cσ和 Dσ为已知常数矩

阵 ; d ( k) 是表示系统时变时滞的正整数 ,满足 0 <

d ( k) ≤ d; <(·) 是向量值初始函数.

　　定义 1　给定常数γ> 0 ,如果存在一个切换律

σ( k) ,使 uk = 0时的系统 (1) 满足如下条件 :

　　1) 当 w k = 0时 , uk = 0时的系统 (1) 是渐近稳

定的 ;

　　2) 在零初始条件下 ,对所有非零的 w k ∈ l2 ,被

控输出 z k 满足

∑
∞

k = 0
‖z k ‖2 <γ2 ∑

∞

k = 0
‖w k ‖2 .

则称 uk = 0时的系统 (1) 具有 H∞性能γ.

　　本文研究系统 (1) 基于观测器的 H∞控制问

题.通过设计一个基于切换观测器

x̂ k+1 = Aσ̂x k + A dσx̂ k- d( k) + Bσu k +

　　　 Lσ( y k - Fσx̂ k ) , (2)

x̂ k = <( k) , k = - d , - d + 1 , ⋯,0

的切换控制器

uk = Kσ( k) x̂ k , (3)

以确保系统 (1) 的闭环系统具有 H∞性能γ.其中 :

x̂ k 是观测状态 , Lσ和 Kσ分别是待设计的观测器和

控制器增益矩阵.此时称系统 (1) 可实现 H∞控制.

　　注 1　在系统 (1) 的每个子系统都不能实现

H∞控制的假设条件下 ,研究系统 (1) 的 H∞控制问

题 ,其目的是为了排除切换信号固定在某个稳定的

子系统上这一平凡的情形.

3　基于观测器的 H∞控制
　　首先利用多 Lyap unov函数方法 ,设计一个基

于状态的切换律 ,给出与时滞界相关的 ,使 uk = 0时

的系统 (1) 具有 H∞性能γ的充分条件.

　　引入

δ( s) =
1 , s = 0 ;

0 , s ≠0 .
(4)

可将 uk = 0时的系统 (1) 表示为

x k+1 = Aσx k + A dσ∑
d

j = 1

δ( d ( k) - j) x k- j + Hσw k ,

z k = Cσx k , (5)

x j = <( k) , k = - d , - d + 1 , ⋯,0 .

　　引理 1　给定常数γ> 0 .若存在正定对称矩阵

Qi > 0 , i ∈ �M ,正定对称矩阵 S > 0和非负常数βij

≥0 , Πi , j ∈ �M 满足
J i 3 3 3 3
0 - γI 3 3 3

Ci Q i 0 - γI 3 3

A i Q i H i 0
- Qi +

A di S A T
di

3

Qi 0 0 0 - τS

< 0 , (6)

则称 uk = 0时的系统 (1) 具有 H∞性能γ.其中

J i = - Qi + ∑
m

j = 1

βij ( Qi Q
- 1
j Q i - Qi ) ,τ= d- 1 .

　　证明 　选取备选的 L yap unov函数为

V ( k , x k ) = Vσ( k) ( k , x k ) =

x T
k Pσ( k) x k + ∑

d

j = 1
∑
k- 1

l = k- j

x T
l R x l . (7)

切换律设计为

σ( k) = arg min
i∈�M

{ x T
k P i x k } . (8)

当σ( k + 1) =σ( k) = i时 ,有

ΔV ( k , x k ) = V ( k + 1 , x k+1 ) - V ( k , x k ) =

V i ( k + 1 , x k+1 ) - V i ( k , x k ) =

x T
k+1 Pi x k+1 - x T

k P i x k +

∑
d

j = 1

( x T
k R x k - x T

k- j R x k- j ) ≤�x T
kΠi �x k . (9)

其中

Πi =

P̂i 3 3
A T

di P i A i A T
di P i A di - R 3

HT
i P i A i H T

i P i A di H T
i P i H i

,

�x T
k = [ x T

k 　x T
k- d( k) 　w T

k ] ,

P̂i = A T
i P i A i - Pi + dR .

当σ( k + 1) ≠σ( k) ,σ( k) = i时 ,由切换律 (8) 可知

　　　　ΔV ( k , x k ) =

　　　　V ( k + 1 , x k+1 ) - V ( k , x k ) ≤

　　　　V i ( k + 1 , x k+1 ) - V i ( k , x k ) , (10)

根据式 (9) 和式 (10) ,有
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ΔV ( k , x k ) ≤�x T
kΠi �x k . (11)

引入

W ( z k , w k ) =γw T
k w k - γ- 1 z T

k z k ,

则
ΔV ( k , x k ) - W ( z k , w k ) ≤

�x T
kΠi �x k + �x T

k

γ- 1 CT
i C i 3 3

0 0 3
0 0 - γI

�x k . (12)

令式 (6) 中的 Qi = P- 1
i , S = R - 1 ,利用矩阵变换及矩

阵的 Schur补性质 ,式 (6) 变为

- Pi + dR + ∑
m

j = 1

βij ( Pj - Pi ) 3 3

0 - R 3
0 0 - γI

+

Ci 0 0

A i A di H i

T γ- 1 I 3
0 Pi

Ci 0 0

A i A di H i

< 0 .

由切换律 (8) 和 (12) 可知
ΔV ( k , x k ) - W ( z k , w k ) < 0 ,

即

∑
∞

k = 0

ΔV ( k , x k ) - ∑
∞

k = 0

W ( z k , w k ) < 0 .

从而可得 :

　　1) 当 w k = 0时 ,有
ΔV ( k , x k ) < W ( z k , w k) = - γ- 1 z T

k z k < 0 ,

可知 uk = 0时的系统 (1) 是渐近稳定的.

　　2) 在零初始条件下 ,有

∑
∞

k = 0

ΔV ( k , x k ) = V ( ∞) - V (0) > 0 ,

所以∑
∞

k = 0
W ( z k , w k ) > 0 ,即

∑
∞

k = 0
‖z k ‖2 <γ2 ∑

∞

k = 0
‖w k ‖2 .

　　由 1) 和 2) 可知 , uk = 0时的系统 (1) 具有 H∞

性能γ. □

　　注 2　式 (6) 虽然不是线性矩阵不等式 ,但对

于给定的βij ≥0 , Πi , j ∈�M ,由矩阵的 Schur补性质

可将式 (6) 转化为如下线性矩阵不等式组的形式 :

- (1 + ∑
m

j = 1 , j≠i

βij ) Qi 3 3

0 - γI 3
Ci Q i 0 - γI

A i Q i H i 0

Qi 0 0

βi1 Qi 0 0

… … …

βim Q i 0 0

→

←

3 3 3 ⋯ 3
3 3 3 ⋯ 3
3 3 3 ⋯ 3

- Qi + A di S A T
di 3 3 ⋯ 3

0 - τS 3 ⋯ 3
0 0 - Q1 ⋯ 3
… … … ω …

0 0 0 ⋯ - Qm

< 0 .

　　下面利用引理 1 ,给出系统 (1) 实现 H∞控制的

充分条件.

　　由系统 (1) 、观测器 (2) 和控制器 (3) 组成的增

广系统为

�x k+1 = �Aσ�x k + �A dσ�x k- d( k) + �Hσw k ,

z k = �Cσ�x k ,

�x k =
<( k)

0
, k = - d , - d + 1 , ⋯,0 . (13)

其中

　　　　�x k =
x̂

x̂ k - x k

,

　　　　�Aσ =
Aσ + BσKσ - LσFσ

0 Aσ - LσFσ
,

　　　　�A dσ =
A dσ 0

0 A dσ
, �Hσ =

0

- Hσ
,

　　　　�Cσ = [ Cσ + DσKσ - Cσ].

选取备选的 L yap unov函数为

�V ( k , �x k) = �x T
k �Pσ( k) �x k + ∑

d

j = 1
∑
k- 1

l = k- j

�x T
l �R�x l . (14)

其中 : �Pσ =
Pσ 0

0 P
, �R =

R1 0

0 R2

.

　　切换律设计为

σ( k) = arg min
i∈�M

{ �x T
k �P i �x k } , (15)

因为

�x T
k �P i �x k = x̂ T

k P i x̂ k + ( x̂ k - x k ) T P( x̂ k - x k ) ,

所以切换律

σ( k) = arg min
i∈�M

{ x̂ T
k P i x̂ k } . (16)

　　由引理 1可知 ,系统 (13) 具有 H∞性能γ的充

分条件是存在正定对称矩阵 �Qi > 0 , i ∈ �M .正定对

称矩阵 �S > 0和非负常数βij ≥0 , Πi , j ∈ �M 满足
�J i 3 3 3 3
0 - γI 3 3 3

�Ci �Q i 0 - γI 3 3

�A i �Q i �H i 0
- �Q i +

�A di �S �A T
di

3

�Q i 0 0 0 - τ�S

< 0 ,

(17)
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其中

�J i = - �Qi + ∑
m

j = 1

βij ( �Q i �Q - 1
j �Q i - �Q i ) .

令

�Q i = �P- 1
i =

diag{ P- 1
i , P- 1 } = diag{ Qi , Q} ,

�S = �R - 1 =

diag{ R - 1
1 , R - 1

2 } = diag{ S1 , S2 } .

整理式 (17) 可得

J i 3 3 3
0 - Q 3 3
0 0 - γI 3

Ci Q i +

D i K i Q i

- Ci Q 0 - γI

A i Q i +

B i K i Q i

- L i F i Q 0 0

0 A i Q - L i F i Q - H i 0

Qi 0 0 0

0 Q 0 0

→

←

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

- Qi +

A di S 1 A T
di

3 3 3

0
- Q +

A di S 2 A T
di

3 3

0 0 - τS 1 3
0 0 0 - τS 2

< 0 ,

(18)

因此 ,可以得到下面的定理.

　　定理 1　给定常数γ> 0 .如果存在非负常数βij

≥0 , Πi , j ∈�M ,正定对称矩阵 S1 > 0 , S2 > 0 , Q >

0 ,正定对称矩阵 Qi > 0和矩阵 Y i ,U i ,V i , Πi ∈�M ,

使得矩阵不等式组

J i 3 3 3
0 - Q 3 3
0 0 - γI 3

Ci Q i + D i Y i - Ci Q 0 - γI

A i Q i + B i Y i - U i F i 0 0

0 A i Q - U i F i - H i 0

Qi 0 0 0

0 Q 0 0

→

←

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

- Qi +

A di S 1 A T
di

3 3 3

0
- Q +

A di S 2 A T
di

3 3

0 0 - τS 1 3
0 0 0 - τS 2

< 0 ,

(19)

和

V i F i = Fi Q , Π i ∈ �M (20)

成立 ,则系统 (13) 在切换律 (16) 下具有 H∞性能γ.

控制器增益矩阵 Ki 和观测器增益矩阵 L i 由下式给

出 :

Ki = Y i Q
- 1
i , L i = U i V

- 1
i , i ∈ �M. (21)

　　证明 　将式 (20) 和 (21) 代入 (19) 易得 (18) .

因此由引理 1可知 ,系统 (13) 在切换律 (16) 下具有

H∞性能γ. □

4　仿真算例
　　例 1　考虑 m = 2时的系统 (1) ,其中系统参数

为

A 1 =
0 . 9 0

0 0 . 2
, A 2 =

0 . 2 0

0 0 . 9
,

A d1 =
0 . 1 0

0 0 . 1
, A d2 =

0 . 1 0

0 0 . 1
,

B1 =
0

1
, B2 =

1

0
,

H1 =
0

0 . 2
, H2 =

0 . 5

0
,

C1 = [0　0 . 2 ] , C2 = [0 . 2　0 ] ,

D1 = 0 . 2 , D2 = 0 . 2 ,

F1 = [3　1 ] , F2 = [1　2 ] ,

0 < d ( k) ≤4 . (22)

　　利用 Matlab解矩阵不等式组 (19) 和 (20) ,当

选取β12 = 2 ,β21 = 5时 ,解得

Q1 =
3 . 768 5 0 . 002 1

0 . 002 1 184 . 863 1
,

Q2 =
4 . 276 4 0 . 001 9

0 . 001 9 175 . 648 5
,

Y1 = [0 . 000 8　 - 163 . 316 0 ] ,

Y2 = [ - 1 . 293 0　 - 0 . 039 6 ] ,

U1 =
0 . 021 6

0 . 000 4
, U2 =

0 . 015 7

0 . 109 7
,
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　　γ = 1 . 015 9 , V 1 = 0 . 341 8 , V 2 = 0 . 341 2 .

根据切换律 (16) ,可设计切换域为

Ω1 = { ( x̂1 , x̂2 ) | 0 . 031 5 x̂2
1 - 0 . 000 3 x̂2

2 ≤0} ,

Ω2 = { ( x̂1 , x̂2 ) | 0 . 031 5 x̂2
1 - 0 . 000 3 x̂2

2 > 0} ,

则Ω1 ∪Ω2 = Rn .切换律设计如下 :

σ( k) =
1 , x̂ k ∈Ω1 ,

2 , x̂ k ∈Ω2 .
(23)

使系统 (22) 实现 H∞控制的控制器增益矩阵 Ki 和

观测器增益矩阵 L i 为

K1 = [0 . 000 7　 - 0 . 883 4 ] ,

K2 = [ - 0 . 302 4　 - 0 . 000 2 ] ,

L 1 =
0 . 063 2

0 . 001 1
, L 2 =

0 . 046 0

0 . 321 5
. (24)

　　表 1和表 2给出了系统 (22) 的时滞界 d与 H ∞

性能γ的关系.

表 1 　给定时滞界时 H∞性能的最小值

时滞界 d 2 3 4

H∞性能γ 0 . 194 3 0 . 372 0 1 . 015 9

表 2　给定 H∞性能时时滞界的最大值

H∞性能γ 0 . 5 1 2

时滞界 d 3 3 4

　　图 1和图 2是系统 (22) 的两个子系统分别在状

态观测反馈作用下的状态响应曲线 ,图 3 是系统

(22) 在基于状态观测的切换反馈控制器 (24) 和切

换律 (23) 作用下的状态响应曲线.初始条件为 x̂0 =

[ x0
1 　 x0

2 ] = [10　- 6 ] , e0 = [ e0
1 　e0

2 ] = [ - 3　2 ].

　　　　图 1　第 1个子系统基于状态观测

器的状态及误差响应曲线

　　　　图 2　第 2个子系统基于状态观测

器的状态及误差响应曲线

　　　　　图 3　系统( 22) 基于切换反馈的

状态及误差响应曲线

5　结 　　论
　　本文研究了一类具有时变时滞的线性离散切

换系统基于观测器的 H∞控制问题.在基于观测器

的切换反馈控制策略下 ,利用线性矩阵不等式组给

出了与时滞界相关的使系统实现 H∞控制的充分条

件 ,同时还给出了只依赖于观测状态的切换律、切换

观测器和 H∞切换控制器的设计方案.其中 ,切换反

馈控制器、切换观测器的选取符合切换系统的特性.

采用多反馈控制器和多观测器一方面可以降低单一

的控制器、单一的观测器镇定整个切换系统的难度 ,

另一方面还可根据需要 ,解决控制目标的多样性和

各种目标之间相互矛盾这一实际问题.
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计问题中能够取得较好的效果.但当似然函数呈尖

峰型或者位于状态转移概率密度分布函数的尾部

时 ,由状态转移概率密度函数来充当重要性采样概

率密度函数 ,与系统的后验概率密度偏差较大 ,导致

标准粒子滤波器的性能无法保障.本文采用新的非

线性交互多模型算法来产生重要性采样概率密度函

数 ,既考虑了最新观测量的影响 ,又更接近于实际的

系统模型 ,使得重要性采样概率密度函数更加接近

于真实的后验概率分布 ,提高了粒子滤波器的估计

精度.实验结果表明了本文算法的有效性.
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