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非 线 性 交 互 粒 子 滤 波 算 法
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(西安交通大学 a.系统工程研究所 , b.机械制造系统工程国家重点实验室 , 西安 710049)

摘　要 : 在非线性非高斯系统状态估计问题中 ,后验概率密度函数的解析形式难以获得 ,标准粒子滤波算法采用状

态转移概率函数代替后验概率作为重要性采样概率密度函数 ,而未考虑当前观测数据的影响.针对该问题 ,首先提出

了非线性交互多模型算法 ;然后应用该算法产生重要性采样概率密度函数 ,设计了新的非线性交互粒子滤波器.新的

概率密度函数融入最新观测数据 ,更接近系统状态后验概率.比较实验表明了所提出算法的有效性 .
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Abstract : In state estimation problem of nonlinear non2Gaussian systems , the analytical form of the posterior density

function is hard to gain , so the common particle filter employs state t ransition density function as importance proposal

dist ribution without considering the latest observation. For the above problem , a nonlinear interacting multiple model

method is developed. The method is used to generate the importance density function ( importance proposal

dist ribution) , based on which a modified particle filter , nonlinear interacting particle filter , is p roposed. The new

importance proposal dist ribution takes the latest observation into considerations , which makes it much more close to

the posterior density function. Experiment s show the effectiveness of the proposed algorithm.
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1　引　　言
　　非线性非高斯系统的状态估计问题普遍存在于

机动目标跟踪、现代信号处理、图像处理等领域 ,众

多学者对此问题进行了深入的研究[124 ] .扩展卡尔曼

滤波 ( E KF) 、无迹卡尔曼滤波 ( U KF) [ 5 ,6 ]、粒子滤

波、交互多模型算法等是处理该类问题的研究热点 ,

并且是解决该类问题的有效方法.

　　扩展卡尔曼滤波最为经典 ,并得到了广泛应用.

但在非线性、非高斯条件下 ,这种基于模型线性化和

高斯假设的滤波方法在估计系统状态及其方差时误

差较大 ,并有时可能发散.无迹卡尔曼滤波较扩展卡

尔曼滤波能够获得更为精确的结果 ,特别是能够对

状态方差产生更好的估计 ,但是它不适用于一般意

义下的非高斯分布系统的状态估计[426 ] .交互多模型

算法在机动目标跟踪领域获得了最为广泛的应用 ,

但它所应用的系统模型多为线性模型 ,在非线性模

型集方面的研究还远远不够.粒子滤波算法是一类

算法的统称 ,它是由最优贝叶斯滤波和蒙特卡罗方

法发展而来的 ,包括 CONDENSA TION 滤波[7 ] ,

boot st rap 滤波[8 ] ,序列蒙特卡罗方法 ,序列重要性

采样 (SIS)等.标准粒子滤波器采用状态转移概率函

数代替后验概率作为重要性采样概率密度函数 ,没

有考虑当前观测数据的影响 ,引入了较大的权重方

差 ,同真实的后验概率产生的样本偏差较大.特别是

当观测数据出现在转移概率分布的尾部或似然函数

同转移概率分布相比过于集中时 (如呈尖峰型) ,粒

子滤波器可能失败 ,而且这种情况在高精度的观测

场合是不可避免的.为了解决这个问题 ,文献 [ 3 ,4 ]

等都在重要性采样函数的选择方面作了一些尝试 ,

但是[ 4 ]中提出的高斯2厄米特滤波器认为系统满足
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高斯分布 ,而[ 3 ]中的方法则引入了 U PF本身所存

在的问题.

　　针对上述问题 ,本文将扩展卡尔曼滤波算法引

入到交互多模型算法之中 ,从而使得交互多模型算

法可以采用非线性模型集 ,提出了非线性交互多模

型算法 ;然后利用非线性交互多模型算法来产生粒

子滤波的重要性采样概率密度函数.这样既融合了

最新观测值 ,使得重要性采样函数更加接近系统的

后验概率分布 ,又兼顾了系统的非线性、非高斯特

性 ,是对非线性模型交互算法和粒子滤波算法的有

益探索.

2　非线性交互多模型算法
　　传统的交互多模型算法应用卡尔曼滤波器对所

采用的模型集中的各个模型进行滤波 ,其所采用的

模型主要包括常速度模型 ( CV ) 、常加速度模型

(CA) 、转弯模型、“当前”统计模型等 ,均为线性模

型.本文提出的非线性交互多模型算法采用扩展卡

尔曼滤波器对模型集进行各自的滤波 ,因而可以处

理非线性模型集.

2. 1　交互多模型算法

　　交互多模型算法 ( IMM) 的精髓在于其对于研

究对象运动模型的马尔可夫概率转移矩阵描述、输

入状态交互、模型概率的在线更新和对于状态的加

权估计. IMM算法所讨论的系统可用如下所示的状

态方程和量测方程来描述 :

X ( k + 1) = Ψ( k + 1 , k) X ( k) + G( k)ω( k) ,

Z( k) = H ( k) X ( k) + V ( k) ,

(1)

其中Ψ( k + 1 , k) 和 H ( k) 为状态转移矩阵和量测矩

阵.该算法步骤可参见文献[9 ].

2 . 2　扩展卡尔曼滤波

　　为了解决非线性问题的需要 ,在卡尔曼滤波算

法的基础上提出了扩展卡尔曼滤波.假设所讨论的

非线性系统方程如下 :

X ( k) = f ( X ( k - 1) ) +Γ[ X ( k - 1) ]W ( k - 1) ,

Zk = h( X ( k - 1) ) + V ( k) .

(2)

其中 :W为 Gamma噪声 ,V 为零均值白噪声 ,两者相

互独立 ,而且还可取其他一阶 Markov自相关的有

色噪声.

　　扩展卡尔曼滤波的思想就是围绕滤波值 X̂ ( k)

将非线性函数 f ( x) 和 h( x) 展开成泰勒级数并略去

二阶以上的项 ,得到非线性系统的线性化近似模型.

E KF最终的方程如下 :

X̂ ( k | k - 1) = f ( X̂ ( k - 1) ) ,

X̂ ( k) = X̂ ( k | k - 1) + K( k) [ Zk -

　　　　h( X̂ ( k | k - 1) ) ] ,

K( k) = P( k | k - 1) HT ( k) [ H ( k) ×

　　 　P( k | k - 1) HT ( k) R ( k) ] - 1 ,

P( k | k - 1) =

Ψ( k) P( k - 1)ΨT ( k) +

Γ[ X̂ ( k - 1) ]Q( k - 1)ΓT [ X̂ ( k - 1) ] ,

P( k) = P( k | k - 1) - K( k) H ( k) P( k | k - 1) ,

s ( k) = R ( k) + H ( k) P( k) HT ( k) .

其中 :Q和 R 分别为状态噪声和量测噪声 ,

H ( k) =
5 h

5 X ( k) X̂ k , k- 1

, Ψ( k) =
5 f

5 X ( k)
| X̂ k , k- 1 .

2 . 3　非线性交互扩展卡尔曼滤波算法

　　为了处理状态方程和量测方程均为非线性方

程的非线性、非高斯系统 ,非线性交互扩展卡尔曼滤

波采用非线性模型集 ,应用扩展卡尔曼滤波方法进

行滤波.本文采用的非线性系统模型为

X k = 1 + sin (0 . 04 kπ) + 0 . 5 X k- 1 + W k- 1 ;

Y k =
0 . 2 X2

k + V k , k ≤30 ;

0 . 5 X k - 2 + V k , k > 30 .

(3)

　　为了对该非线性系统的状态变量进行估计 ,本

文采用 3个非线性模型进行交互 ,分别为

X k = sin (0 . 1 kπ) + 0 . 5 X k- 1 ,

Y k = 0 . 5 X2
k ;

(4)

X k = cos (0 . 04 kπ) + X k- 1 + 1 ,

Y k = 0 . 2 X2
k + 0 . 3 X k ;

(5)

X k = sin (0 . 06 kπ) + 0 . 5 X k- 1 + 2 ,

Y k = 0 . 2 X2
k + X k .

(6)

　　本文设计的非线性交互扩展卡尔曼滤波算法

的主要步骤为 :

　　Step1　确定概率转移矩阵和初始权概率 p , 元

素 p ( i , j) 为模型由 i转移到 j 的概率 ,以下用 pij 表

示 ;μi (0) 表示在初始时刻研究对象模型为模型 i的

概率.

　　Step2　输入交互.观测数据用于更新每个模型

的状态估计和方差矩阵 ,然后用假定的模型间的马

尔可夫转移概率通过混合过程计算每个模型新的滤

波状态和协方差矩阵 ,可以得到 :

　　预测模型概率为

�cj = ∑
i

p ijμi ( k - 1) , (7)

　　混合概率为

μi| j ( k - 1 | k - 1) = (1/ �c j ) pijμi ( k - 1) . (8)

973
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　　确定状态模型转移概率后 ,混合过程所产生的

所有模型新的滤波状态估计和协方差矩阵分别为

X̂0 j ( k - 1 | k - 1) =

∑
i

X̂ i ( k - 1 | k - 1)μi| j ( k - 1 | k - 1) , (9)

P0 j ( k - 1 | k - 1) =

∑
i

{ Pi ( k - 1 | k - 1) + [ X̂ i ( k - 1 | k - 1) -

X̂0 j ( k - 1 | k - 1) ] ×[ X̂ i ( k - 1 | k - 1) -

X̂0 j ( k - 1 | k - 1) ]T } ×μi| j ( k - 1 | k - 1) . (10)

　　Step3　应用扩展卡尔曼滤波器分别进行模型

集中各模型的滤波操作.首先对所有状态模型进行

单步预测 ,有

X̂ i ( k | k - 1) = f ( X̂0 j ( k - 1 | k - 1) ) , (11)

Pj ( k | k - 1) =

Ψj ( k - 1) P0 j ( k - 1 | k - 1)ΨT
j ( k - 1) +

Γ[ X̂ i ( k | k - 1) , k ]Qk- 1ΓT [ X̂ i ( k | k - 1) ].

(12)

再通过观测数据计算所有状态模型的滤波增益矩阵

　Kj ( k) = Pj ( k | k - 1) HT
j ( k) [ H j ( k) ×

　　　　　　Pj ( k | k - 1) HT
j ( k) R j ( k) ] - 1 . (13)

其中 Q j 和 R j 分别是系统状态噪声和量测噪声的协

方差矩阵.于是可得到 k时刻各状态模型的滤波输

出和状态协方差矩阵 ,即

X̂ j ( k | k) = X̂ j ( k | k - 1) + Kj ( k) [ Zk -

h( X̂ j ( k | k - 1) ) ] , (14)

Pj ( k | k) = Pj ( k | k - 1) -

Kj ( k) H j ( k) Pj ( k | k - 1) . (15)

　　预测残差为

rj ( k) = Zk - H j ( k) X̂ j ( k | k - 1) . (16)

　　预测残差协方差为

sj ( k) = R j ( k) + H j ( k) Pj ( k | k - 1) HT
j ( k) .

(17)

　　Step4　更新模型概率. k时刻每个模型 j 都有

一个预测残差 r j ( k) 和其协方差矩阵 s j ( k) .模型 j

的似然函数为

Λj ( k) =
exp [ -

1
2

rT
j ( k) s- 1

j ( k) rj ( k) ]
(2π)

n
2 | sj ( k) |

1
2

, (18)

利用贝叶斯准则 ,可将模型 j的概率更新为

μj ( k) =

Λj ( k) ∑
i

p ijμi ( k - 1)

∑
j

Λj ( k) ∑
i

p ijμi ( k - 1)
. (19)

　　Step5　计算加权状态估计.不同状态模型按照

概率合并输出得到最终状态估计和误差协方差矩

阵 ,即

　　X̂ ( k | k) = ∑
j

X̂ j ( k | k)μj ( k) , (20)

　　P( k | k) =

　　∑
j

{ Pj ( k | k) + [ X̂ ( k | k) - X̂ j ( k | k) ] ×

　　[ X̂ j ( k | k) - X̂ ( k | k) ]T }μj ( k) . (21)

3　粒子滤波算法
3 . 1　最优贝叶斯估计

　　贝叶斯滤波原理的实质是用所有已知信息来

获得系统状态变量的后验概率密度 ,其中主要包括

预测和更新两个步骤 :

　　若概率密度初始值 p ( X0 | Z0 ) = p ( X0 ) ,并假

定 k - 1时刻的后验概率密度 p ( X k- 1 | Zk- 1 ) 已知 ,

则可通过下式进行预测 :

p ( X k | Z1 : k+1 ) =

∫p ( X k | X k- 1 ) p ( X k- 1 | Z1 : k- 1 ) d X k- 1 . (22)

其中状态更新的概率模型由系统的状态方程和 w k- 1

的统计特性决定 ,可按下式计算 :

p ( X k | X k- 1 ) =

∫δ( X k - f k- 1 ( X k- 1 , w k- 1 ) ) p ( w k- 1 ) dw k- 1 . (23)

　　当获得测量值 Zk后 ,通过贝叶斯公式更新先验

值 ,得到后验概率密度

p ( X k | Z1 : k ) =
p ( Zk | X k ) p ( X k | Z1 : k- 1 )

p ( Zk | Z1 : k- 1 )
. (24)

归一化常量

p ( Zk | Z1 : k- 1 ) =

∫p ( Zk | X k ) p ( X k | Z1 : k- 1 ) d X k . (25)

其中 p ( Zk | X k ) 取决于量测方程和测量噪声的统计

特性 ,可按下式计算 :

p ( Zk | X k ) =

∫δ( Zk - hk ( X k , vk ) ) p ( vk ) dvk . (26)

　　式 (22) ～ (26) 为贝叶斯滤波的基本原理 ,但

式 (22) 中的积分项仅对某些动态系统能够获得解

析解[10 ] ,并且最为重要的一种解决方案是 Kalman

滤波器[8 ] .其中假定 f k和 h k是线性的 ,而且 w k和 v k

是协方差已知的加性高斯噪声.基于随机采样运算

的蒙特卡罗方法可将积分运算转化为有限样本点的

求和运算 ,即可将式 (22) 的运算转化为有限样本点

的概率转移累加过程 ,这就是蒙特卡罗方法的核心 ,

即标准粒子滤波算法的核心.

083
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3 . 2　标准粒子滤波算法

　　粒子滤波通过寻找一组在状态空间中传播的

随机样本对概率密度函数 p ( X k | Zk ) 进行近似 ,以

样本均值代替积分运算 ,从而获得状态最小方差估

计的过程 ,这些样本即称为粒子.采用数学的语言描

述如下 :对于平稳的随机过程 ,假定 k - 1时刻系统

的后验概率密度为 p ( X k- 1 | Zk- 1 ) ,依据重要性采样

概率密度函数选取 N 个随机样本点 , k时刻获得测

量信息后 ,经过状态和时间更新过程 , N个粒子的后

验概率密度可近似为 p ( X k | Zk ) .随着粒子数目的

增加 ,粒子的概率密度函数逐渐逼近状态的概率密

度函数 ,粒子滤波估计即达到了最优贝叶斯估计的

效果[11 ] .其工作过程大致如下[12 ] :由先验分布抽取

出状态空间中一组样本表示被估计量分布 ,根据观

测数据计算每一样本的似然度 ,并以此作为概率权

重 ;引入重采样 ,由原样本集抽样出一定数目 (常为

恒定) 的等加权样本作为被估量后验分布的近似 ,

从而留下有希望的样本 ,如此反复 ,使样本集逐渐接

近真实状态.

　　重抽样的引入是为了避免粒子集的退化问题.

重要性权重的方差随着时间随机递增 ,使得粒子的

权重聚集到少数粒子上 ,甚至在递归几步之后 ,可能

只有一个粒子有非零权值 ,结果粒子集无法表达出

希望的后验概率分布 ,这就是粒子集的退化.重采样

的方法为 :将各个粒子的权重进行累加 ,得到如图 1

所示的区间 ,产生一个[021 ]均匀分布的随机数 ,随

机数落在哪个区间中则将属于这个区间的粒子复制

一个.如果有 N个粒子 ,则进行 N次上述重采样 ,显

然权重大的粒子复制的次数多.重采样后 ,每个粒子

的权重都为 1/ N ,这样就得到了统一权重的粒子集.

图 1　重采样示意

4　非线性交互粒子滤波算法
　　如上所述 ,粒子滤波算法来源于贝叶斯采样估

计的序贯重要性采样滤波思想 ,该算法存在两个重

要问题 :一是粒子集退化问题 ;二是重要性采样概率

密度函数的选择.粒子集退化问题通过重采样以及

引入进化算法的思想[12 ] ,得到了一定程度的解决.

本文的非线性交互粒子滤波器主要是针对第 2个问

题提出的.这里采用第 2 节所给出的非线性交互多

模型算法 (即非线性交互扩展卡尔曼滤波算法) 来

产生重要性采样概率密度函数.因其考虑了最新观

测量的影响 ,所以更加接近于系统的后验概率分布

函数.

　　假定 k时刻的粒子集为{ X i
k , i = 1 ,2 , ⋯, N} ,

其中 N 为粒子数 , w i
k 为各个粒子相应的权重 ,且

∑
i

w i
k = 1 ,则有

p ( X k | Z1 : k ) ≈ ∑
N

i = 1
w i

kδ( X0 : k - X i
0 : k ) , (27)

且存在

w i
k ∝

p ( X i
0 : k | Z1 : k )

q( X i
0 : k | Z1 : k )

. (28)

其中

q( X0 : k | Z1 : k ) =

q( X k | X0 : k- 1 , Z1 : k ) q( X0 : k- 1 | Z1 : k- 1 ) . (29)

　　通过 X k ～ q( X k | X0 : k- 1 , Z1 : k ) 来更新粒子集 ,

并通过下式 :

w i
k = w i

k- 1
p ( Zk | X i

k ) p ( X i
k | X i

k- 1 )

q( X i
k | X i

0 : k- 1 , Z1 : k )
(30)

来更新相应的权重. p ( Zk | X i
k ) 为似然值 , p ( X i

k |

X i
k- 1 ) 为先验概率 , q( X i

k | X i
0 : k- 1 , Z1 : k ) 为重要性采

样函数 ,又称为建议分布.

　　综上 ,非线性粒子滤波算法的主要步骤如下 :

　　Step1　初始化.令 k = 0 ,针对每个粒子 i = 1 ,

2 , ⋯, N ,令 X i
0 ～ p ( X0 ) , k = 1 .

　　Step2　重要性采样.对每个粒子 i = 1 ,2 , ⋯,

N ,应用非线性交互多模型算法对 k - 1时刻的样本

集{ X i
k , i = 1 ,2 , ⋯, N} 进行滤波 ,得到每个粒子的

状态和方差估计 X̂ i
k| k 和 P i

k| k ,并令重要性采样概率

密函数满足

q( X i
k | X i

0 : k- 1 , Z1 : k ) ～ N ( X̂ i ( k | k) , Pi ( k | k) ) ,

以此来预测下一时刻的样本集 { X̂ i
k , i = 1 ,2 , ⋯,

N} ,然后根据式 (30) 更新每个粒子的权重 ,并按下

式 :

�w i
k = w i

k/ ∑
N

i = 1
w i

k (31)

对其进行归一化处理.

　　Step3　重采样.根据权重从粒子集{ X̂ i
k , i = 1 ,

2 , ⋯, N} 中重新采样 N 个粒子 { X i
k , i = 1 ,2 , ⋯,

N} ,保留或复制具有较大重要性权值的粒子 ,消除

具有较小重要性权值的粒子.经过重抽样 ,把原来不

等权重的样本集{ �X i
k , �w i

k } , i = 1 ,2 , ⋯, N ,映射为等

权重样本集{ X i
k ,1/ N} , i = 1 ,2 , ⋯, N ,从而后验分

布如下式所示 :

p̂ ( X k | Z1 : k ) ≈ 1
N ∑

N

i = 1

δ( X k - X i
k ) . (32)

从而 ,系统的状态估计为

X̂ k =
1
N ∑

N

i = 1

X i
k . (33)

然后 ,根据新的粒子集 ,保留其相应的状态变量、状
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态变量协方差矩阵和模型概率 ,从而为下一步的非

线性交互多模型滤波做好准备.

5　实验结果分析
5 . 1　非线性交互多模型实验

　　本文首先提出了一种非线性交互多模型算法 ,

然后将该算法用于产生重要性概率密度函数 ,即粒

子滤波算法的建议分布 ,因而实验验证了文中的非

线性交互多模型算法 (即非线性交互 E KF算法) 的

有效性.这里采用式 (3) 来产生信号和观测值 ,采用

式 (4) ～ (6) 给出的 3个非线性模型作为非线性交

互 E KF算法 (图 2中简记为交互 E KF估计) 的模型

集.对 E KF、标准粒子滤波算法和非线性交互 E KF

算法分别进行了 100 次蒙特卡罗仿真实验 ,图 2 给

出了某单次实验的仿真结果.

图 2　非线性交互多模型算法实验系统状态估计

　　由图 2可见 ,非线性交互 E KF算法很好地吻合

了系统状态的真实值 ,效果明显好于单模型的扩展

卡尔曼滤波.从理论上讲 ,利用交互多模型算法的核

心思想 ,即通过多个模型的交互可以更好地近似系

统的真实系统模型 ,以更高的精度来完成系统的状

态估计 ,实验结果验证了该理论推断.而且 ,本文中

非线性交互多模型算法的估计精度也要略高于标准

粒子滤波器的估计精度.

5 . 2　非线性交互粒子滤波器实验

　　实验依然采用式 (3) 来产生信号和观测值 ,其

初始分布 p ( X0 ) ～ N (0 ,3/ 4) , 过程噪声 W ～

Gamma (2 ,3) ,方差为 3/ 4 ,观测噪声 V ～ N (0 ,0 . 1

×10 - 5 ) .采用式 (4) ～ (6) 所给出的非线性模型作

为非线性交互扩展卡尔曼滤波算法的 3 个交互模

型 ,粒子数取为 N = 200 .分别用标准粒子滤波、扩

展卡尔曼滤波、本文提出的非线性交互粒子滤波 (图

3中简记为“交互 E KF粒子滤波”) 、无迹卡尔曼滤波

进行100次蒙特卡罗仿真实验.图 3给出了 PF、E KF

和本文算法的均方误差 MSE ,其中单次实验的均方

误差按下式 :

MSE = [
1
T ∑

T

k = 1

X̂ k - X k ) 2 ]
1
2 (34)

进行计算.其中 T代表观测时间 ,实验中取 T = 60 .

图 3　均方误差曲线

　　表 1给出了 100 次实验的均方误差均值与方

差 ,图 4给出了某单次实验的状态估计曲线.

表 1　均方误差的均值与方差

算法 均方误差均值 均方误差方差

标准粒子滤波 0. 393 8 0. 039 384

EKF 0. 420 3 0. 023 539

U KF 0. 236 4 0. 010 489

非线性交互
E KF粒子滤波

0. 176 4 0. 009 489

图 4　非线性粒子滤波器实验系统状态估计

　　由上述实验结果可见 ,在非线性、非高斯的系

统状态估计问题中 ,标准粒子滤波与 E KF在状态估

计的精度方面效果相近 ,U KF更高 ,本文算法最高.

非线性交互 E KF算法通过采用多模型交互的技术 ,

可以更好地近似系统实际的物理模型 ,因而由它产

生的重要性采样概率密度函数更加接近于系统后验

概率分布函数.特别是在似然函数呈尖峰型或者位

于状态转移概率密度分布函数尾部 ,采用状态转移

概率密度函数作为重要性采样概率密度函数偏差增

大时 ,本文算法更加有效.

6　结 　　语
　　首先 ,本文所提出的非线性交互多模型算法进

一步拓展了交互多模型算法的适用范围 ,将非线性

模型集引入到交互多模型算法中 ,通过多个非线性

模型的交互 ,使得所采用的状态模型和观测模型都

更加接近于系统的真实模型 ,在一定程度上弥补了

扩展卡尔曼滤波算法由于略去泰勒展开的二次项而

引起的模型失真.实验也表明 ,非线性交互 E KF算

法要明显优于标准 E KF算法.

　　其次 ,粒子滤波在非线性、非高斯系统的状态估
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计问题中能够取得较好的效果.但当似然函数呈尖

峰型或者位于状态转移概率密度分布函数的尾部

时 ,由状态转移概率密度函数来充当重要性采样概

率密度函数 ,与系统的后验概率密度偏差较大 ,导致

标准粒子滤波器的性能无法保障.本文采用新的非

线性交互多模型算法来产生重要性采样概率密度函

数 ,既考虑了最新观测量的影响 ,又更接近于实际的

系统模型 ,使得重要性采样概率密度函数更加接近

于真实的后验概率分布 ,提高了粒子滤波器的估计

精度.实验结果表明了本文算法的有效性.
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