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基于非线性映射的 Fisher判别分析
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摘　要 : 提出一种非线性分类方法———基于非线性映射的 Fisher判别分析 (NM2FDA) .首先提取基向量 ;然后采用

Nyströ m方法 ,以基向量为训练样本 ,将形式未知的非线性映射近似表达为已知形式的非线性映射 ,这种近似的非线

性映射将变量由非线性的输入空间转换到线性的特征子空间 ;最后对映射数据进行线性 Fisher判别分析.实验采用

7组标准数据集 ,结果显示 NM2FDA具有较强的分类能力.
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Abstract : As a nonlinear classification method , Fisher discriminant analysis based on nonlinear mapping (NM2FDA) is

presented. Base vectors are selected for formulating the nonlinear mapping. An approximate explicit expression is

formed by using the Nyst rö m method for nonlinear mapping which is not available originally. The data in the nonlinear

input space is mapped into some linear feature subspace and fisher linear discriminant analysis is computed for the

mapped data. Seven benchmark dataset s are applied in the experiment , and the result s show the good performance of

NM2FDA.
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1　引　　言
　　线性 Fisher 判决分析算法 ( FLDA) 是一种旨

在降低特征维数的方法[1 ,2 ] . FLDA算法的目标是建

立一个子空间 (由所有的投影轴构成) ,所有样本在

该子空间内满足类内散度最小 ,类间散度最大.样本

在这些投影轴上的投影系数可作为样本的特征向

量 ,利用这些特征向量 ,便可进行样本的分类识别.

FLDA在解决两类模式识别问题中取得了较好的结

果 ,并得到广泛应用.然而作为统计数据分析常用的

技术 ,FLDA有一定的局限性 ,常常不能有效地将不

同类别的样本区分开[3 ] .为此 ,本文提出基于非线性

映射的 Fisher 判别分析 ( NM2FLDA) ,其基本思想

是 :首先提取基向量 ,并以基向量为训练样本 ,采用

Nyst rö m方法构造非线性映射函数 ;然后对映射数

据进行线性 Fisher判别分析 .与 FLDA相比 , NM2
FDA对输入空间的样本数据进行非线性映射 ,提高

了分类性能.

　　文献[ 4 ,5 ]将核函数引入 FLDA ,形成基于核函

数的非线性特征提取方法———核 Fisher 判决分析

算法 ( KFDA) . KFDA 在具体求解过程中可能会出

现问题 :一是特征空间的维数大于或等于样本数据

量 N ,导致特征空间中类内散布矩阵通常是奇异

的 ;二是特征空间的散布矩阵的维数等于训练样本

的数目 ,当样本量很大时 , KFDA 所耗费的计算量

异常惊人.

　　与 KFDA相比 ,本文方法实现了非线性映射的

具体形式 ,对特征子空间中的映射数据直接进行线

性 Fisher 分析 ,因此其实现原理和过程不同.在本

文方法中 ,选取的基向量只是训练样本的一部分 ,散

布矩阵的维数小于样本数据量 N ,因此可以避免

KFDA中存在的计算问题.
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2　FLDA和 KFDA的机理分析
2. 1　Fisher线性判别分析

　　线性 Fisher判别分析是把输入空间的样本数

据投影到一条直线上 ,使得在这条直线上样本的投

影分开得最好.

　　假设一个样本集合 X包含 N 个 d维样本 X =

{ x1 , ⋯, xN } ,其中 : N 1 个属于 C1 类的样本记为 X1

= { x1
1 , ⋯, x1

N1 } , N2 个属于 C2 类的样本记为 X2 =

{ x2
1 , ⋯, x2

N2 } .在进行线性 Fisher 判决分析时 ,目标

是找到线性投影方向 ,以使训练样本在这些轴上的

投影结果为 :类内离散度最小 ,类间离散度最大.

　　定义类间离散度矩阵 Sb和类内离散度矩阵 S w

如下 :

Sb = ( m1 - m2 ) ( m1 - m2 ) T ,

Sw = ∑
2

j = 1
∑

x∈x j

( x - mj ) ( x - mj )
T .

其中 :mj 是各类样本的均值向量 ,即 mj =
1
nj ∑x∈x j

x , j

= 1 ,2 .那么寻找最好投影方向的问题在数学上就

成为寻找最好的变换方向 w3 的问题 ,即最大化下

式 :

J (w) = (wT Sbw) / (wT Sww) .

因此最大化 J (w) 的本质是要找到一个最好方向来

最大化投影后的类间离散度 (分子) ,同时最小化该

方向上的类内离散度 (分母) .设任意一个测试样本

x到方向为w 3 的投影为 G( x) = w3 T x ,那么其决策

函数为 F( x) = sgn ( G( x) - b0 ) ,其中 b0 为决策阈

值.

2. 2　核 Fisher判别分析

　　线性 Fisher判别分析是统计数据分析常用的

技术 ,属于线性方法.然而 ,在实际情况下 ,线性方法

非常有限 ,常常不能有效地解决非线性问题. 为此

KFDA引入非线性映射 <,将输入空间的样本数据 x

∈R d变换到特征空间 F中 ,即 <: R d →F , x →x′,其

中 x′= <( x) , x′∈F.这样在特征空间 F中 ,可以进

行线性 Fisher判别分析.此时线性 Fisher 判别分析

函数为

J (w) = (wT S
<
bw) / (wT S

<
ww) . (1)

其中 :w ∈F , S
<
b和S <

w是 F中相应的类间离散矩阵和

类内离散矩阵 ,即

S
<
b = ( m

<
1 - m

<
2 ) ( m

<
1 - m

<
2 ) T ,

S<
w = ∑

2

j = 1
∑
n j

i = 1

( <( xj
i ) - m

<
j ) ( <( xj

i ) - m<
j )

T ,

其中

m<
j = (1/ nj ) ∑

n j

i = 1
<( xj

i ) , j = 1 ,2 .

　　KFDA算法首先通过一个非线性映射 ,将输入

数据影射到一个高维的核空间中 ;然后在该高维核

空间中再进行线性 Fisher判决分析.然而在 KFDA

中 ,并没有确定非线性映射 <( x) 的具体形式.为了

求解特征空间 F中的线性 Fisher 判别分析 , KFDA

引入核函数 ,将式 (1) 转化为只包含特征矢量内积

的形式.由于特征空间中各坐标分量间的计算仅限

于内积 ,用满足 Mercer条件的核函数代替线性算法

中的内积 ,不需知道非线性映射的具体形式. 因此

KFDA算法是将核学习方法的思想与 FLDA算法相

结合的产物.

3　基于非线性映射的 Fisher判别分析
　　NM2FDA 主要包含 3 个过程 :1) 基向量的选

取 ;2) 采用 Nyst rö m方法构造非线性映射函数 ; 3)

对映射数据进行线性 Fisher判别分析.

3 . 1　基向量提取

　　假设样本集 X有 N 个样本 , X = { x i | i = 1 ,2 ,

⋯, N} ,对应于样本集 X ,有如下定义 :

　　定义 1　设样本集 X中存在子集 S = { xsi | i =

1 ,2 , ⋯, L} , L ≤ N , xsi 在特征空间 F 中的映射为

<( xsi ) ,若子空间 Fs 由{ <( xs1 ) , <( xs2 ) , ⋯, <( xsL ) } 扩

展而成 ,使得样本 xi 的映射 <( xi ) 在 Fs 中的投影误

差小于给定值 ,则称 xsi 为基向量 , S 为基向量集 , Fs

为特征子空间.

　　如图 1 所示 , S 在 F 中的映射为 ( <( xs1 ) , ⋯,

<( xsL ) ) ,其扩展而成的特征子空间是图 1的阴影区

域 ,用 Fs ( <( xs1 ) , ⋯, <( xsL ) ) 表示.样本 xi 的非线性

映射 <( xi ) 可分解为正交投影 <̂( xi ) 和正交投影误

差 <( xi ) res .

图 1　向量 <( xi) 在子空间 Fs 中的正交

投影 <̂( xi) 和正交误差 <( xi ) res

3 . 1 . 1　基向量选取原理

　　从 X中选取 L 个基向量 ,构成基向量集 S =

{ xs1 , ⋯, xsL } ,由 S 的映射扩展而成子空间 Fs ,那么

其他样本在子空间 Fs 中的正交投影可以表示为 <̂i

= φs ·ai . 其中 :φs = ( <s1 , ⋯, <sL ) , ai = ( ai1 , ⋯,

aiL ) T , a i 是使 <̂i 和 <i 差异最小的系数向量.通过计
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算 <i 与 Fs 的夹角求取 a i ,因此求解 ai 可归结为

δi = min
ai

‖<i - <̂i ‖
‖<i ‖

,

或

δ2
i = min

ai

‖<i - <̂i ‖2

‖<i ‖2 .

求解上式得

δ2
i = 1 -

KT
si K- 1

ss Ksi

k ii
,

其中

Kss = ( ks ps q
) 1≤sp ≤L ,1≤sq≤L , ksps q

= <T ( xsp
) <( xsq

) ,

xsp
和 xsq
是基向量 , Ksi ( ksp i ) 1≤p≤L 是样本 x i 和基向

量集 S 的核函数内积[5 ] .因此所有样本对 Fs 的夹角

的正弦值平方和为∑
x i ∈X

(1 -
KT

si K- 1
ss Ksi

k ii
) ,以该式值最

小为目标函数选取基向量 ,问题可以归结为

min
S

(∑
xi ∈X

(1 -
KT

si K- 1
ss Ksi

k ii
) ) , (2)

即

max
S

(∑
xi ∈X

KT
si K- 1

ss Ksi

k ii
) . (3)

　　为方便表示 ,定义

J s =
1
N ∑xi ∈X

J si , (4)

其中

J si =
KT

si K- 1
ss Ksi

k ii
=
‖<̂i ‖2

‖<i ‖2 , (5)

那么式 (2) 等于max
S

( J s) .

　　上式得到的基向量的映射 <( xsi ) 扩展生成特征

子空间 Fs , Fs刻画了样本集 X在 F中的映射的主要

特征. 从 J s 和 J si 的定义可以看出 ,其取值范围为

(0 ,1 ].

3 . 1 . 2　基向量选取算法

　　基向量选取分两步进行 :首先对训练样本集进

行聚类 ,离各个簇中心最近的样本构成初始基向量

集 S ;然后进行一个循环选取过程 ,计算基向量集 S

的代表性 ,即计算式 (4) J s 和式 (5) J si ,将最小 J si 对

应的样本添加到基向量集 S 中 ,计算新的基向量集

S的代表性 J s ,此过程不断循环 ,直到 J s 达到要求.

下面是基向量选取算法的基本执行步骤 :

　　Step1 : 设定停止条件 , 即最大代表性指标

maxFit ness和最大基向量的容量 M ;

　　Step2 : 利用 FCM聚类算法将数据样本集聚类

成 k簇 ,离各个簇中心最近的 k个样本构成初始基

向量集 S , L = k;

　　Step3 : 计算 J sj 和 J s ,1 < j < N ;

　　Step4 : 选取样本 x ĵ , j<̂ = arg
j

min J sj ;

　　Step5 : 如果 L < M并且 J s < maxFit ness ,则 L

= L + 1 , S = S ∪ { x ĵ } , 转向 Step3 , 否则转向

Step6 ;

　　Step6 : 退出 , S 为选取的基向量集.

　　得到基向量集 S后 ,以 S为训练样本 ,构造非线

性映射.

3 . 2　构造非线性映射

　　由 Mercer2Hilbert2Schmidt 定理 ,对于任意核

函数 ,存在一个正交集合{φi }
d
i = 1 和与其对应的非负

正数λi ,有

k ( x , x′) = ∑
d

i = 1

λiφi ( x)φi ( x′) =〈<( x) , <( x′)〉,

(6)

其中 d ≤∞是空间 R KHS (再生核的希尔伯特空

间) 的维数.式 (6) 是核函数的分解式 ,其中λi 和 <i

分别是积分等式

∫k ( x , x′) <i ( x) p ( x) d x =λiφi ( x′) (7)

的特征值和特征向量.

　　非线性映射 <( x) 可以表达为 d ×1的向量 ,即

φ( x) = [ λ1φ1 ( x) , ⋯, λdφd ( x) ]T . (8)

　　然而 <的具体形式并没确定 , 需要采用

Nyst rö m方法 ,将形式未知的非线性映射近似表达

为已知形式的非线性映射[6 ] .

　　用基向量集对积分等式 (7) 离散化得

1
L ∑

L

j = 1

k ( x , xj )φi ( xj ) =λ( L)
i φ( L)

i ( x) . (9)

　　式 (9) 可以重新组织为矩阵的特征值求解问

题 ,即

KUL = ULΛL ,

其中 : Kij =〈<( xi ) , <( xj )〉= k ( xi , xj ) ;UL = [ u1 ,

⋯, uL ] ∈L ×L是由 K的特征向量组成 ;ΛL 是 L ×

L 阶对角矩阵 ,对角线上的元素是特征值λ( L)
i .对于

基向量 ( xs1 , xs2 , ⋯, xsL ) ,由式 (9) 得到的特征向量

φi ( xj ) 和特征值λi 可近似表达为

φi ( xj ) ≈ <̂i ( xj ) = L u ji ,

λi ≈λ̂i =
1
L
λ( L)

i .

对于其他样本有

φi ( x′) ≈φ̂( x′) =
L
λ( L)

i
∑
L

j = 1
k ( x′, xj ) uji =

L
λ( L)

i
[ k ( x1 , x) , ⋯, k ( xL , x) ] ui , (10)

其中 uji 是矩阵 UL 第 j 行第 i 列元素.由式 (10) 和

(8) ,样本 x非线性映射<( x) 可以近似表达为如下 L
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×1的向量 :

<( x) ≈ <̂( x) = [ λ̂1φ̂1 ( x) , ⋯, λ̂Lφ̂L ( x) ]T =

( u1

λ( L)
1

, ⋯,
uL

λ( L)
L

)
T

[ k ( x1 , x) , ⋯, k ( xL , x) ]T . (11)

　　将所有样本都按式 (11) 进行计算 ,样本在特征

空间的映射数据就可近似表达为

Ψ =

<T ( x1 )

<T ( x2 )

…

φT ( xN )

≈ Ψ̂ =

<̂T ( x1 )

<̂T ( x2 )

…

<̂T ( xN )

∈RN×L .

　　对矩阵Ψ̂进行线性 Fisher判别分析 ,完成基于

非线性映射的 Fisher判别分析.

3. 3　NM2FDA的实现过程

　　NM2FDA训练过程总结如下 :

　　1) 选取基向量 ;

　　2) 以基向量集为训练样本 ,采用 Nyst rö m方法

构造非线性映射 ;

　　3) 以样本在特征子空间的映射数据为训练样

本 ,进行线性 Fisher判别分析 ,得到最好的变换方向

w 3 .

　　对测试样本 x进行类属判别时 ,首先将它进行

非线性映射得到 <̂( x) ,判断类别的决策函数为 F( x)

= sgn (w3 T <̂( x) - b0 ) ,其中 b0 为决策阈值.

　　在 KFDA算法中 ,所有运算都是通过原空间中

所定义的核函数来进行的 ,并未涉及到非线性映射

<( x) 的具体形式. NM2FDA 与 KFDA 相反 ,采用

Nyst rö m方法构造非线性映射函数 ,将形式未知的

非线性映射 ,近似表达为已知形式的非线性映射 ,从

而可以直接采用线性 Fisher方法计算出 S
<
b和 S

<
w ,简

化 KFDA的计算.

4　实验例子

　　例 1　采用二维数据作为样本集[7 ] .样本分为

两类 ,每类样本有 100个样本 ,且分别满足 N ( ( - 1 ,

0) ,
1 0

0 0 . 1
) 和 N ( (1 ,0) ,

1 0

0 1
) 分布.数据分布

情况见图 2 ,两类数据分别用‘+’和‘·’标识 ,标识

为‘o’的数据是选取的基向量 ,本实例共选取 18个

基向量.

　　用线性 Fisher判别分析的误分类率为 14 . 5 % ,

用本文方法进行分类实验的误分类率为 8 . 5 %. 两

次实验分别用“0”和“1”标识样本类别 ,所以决策界

面上的点计算值为 0 . 5 ,即决策阈值 b0 = 0 . 5 .第 3

次实验用文献 [8 ,9 ] 提供的 GDA ( KFDA) 进行分

析 ,误分类率为 8 . 5 %.为了避免混淆 , GDA进行分

析时 ,用“- 1”和“1”标识样本类别 ,所以决策界面

上的点计算值为 0 ,即决策阈值 b0 = 0 .从图 2可看

出 , NM2FDA的决策界面为曲线 ,表现出非线性分

类器的特点 ,它与 GDA 的误分类率都为 8 . 5 % ,低

于线性 Fisher判别分析的误分类率.由于基向量只

训练样本的一小部分 (18个基向量只占全部样本的

9 %) ,因此 NM2FDA的训练时间和测试时间都小于

KFDA .例如对 6 400个样本进行测试时 , NM2FDA

训练时间和测试时间分别为 0 . 320 0 s和 0 . 881 0 s ;

KFDA用时分别为 1 . 772 0 s和41 . 650 0 s. 实验采

用径向基核函数 ,参数σ= 2 .

图 2　NM2FDA和 FLDA分类界面

　　例 2 　将 NM2FDA 应用于 7 个数据集的分类

问题 ,它们是标准数据集[10 ] ,其基本信息见表 1 ,详

细信息请参见文献[ 10 ] .表 1 中样本量的括号内的

数字分别表示第 1类和第 2类样本数.

表 1　数据集的基本情况

数据集 样本量 维数 类别

Ion 351 (225 , 126) 34 2

WDB 569 (212 , 357) 30 2

Wine 178 (107 (1 &2) ,71) 12 2

Can 683 (444 , 239) 10 2

Iris 100 (50 , 50) 4 2

Diab 768 (500 , 268) 8 2

Liv 345 (145 , 200) 6 2

　　本文采用文献 [ 11 ]的方法对 Can Wine 和 Iris

三个样本集进行预处理. Can 数据集含有 699 个样

本 ,其中有 16个样本数据不完整 ,实验时将它们删

除. Wine数据集含有 3 类数据 ,将第 1类样本和第

2类样本合并为一类样本 ,与第 3 类样本组成两类

样本的分类问题. 从 Iris 样本集选取第 2 类样本

(versicolor)和第 3类样本 (virginica)组成 Iris样本

集 ,这两类样本部分重叠 ,第 1类样本 ( seto sa)与其

他差异明显 ,是完全可分的 ,所以将第 1 类样本省

略.

　　每次实验都随机抽取数据 ,将数据平分为两部

分 :一部分用于训练样本 ;另一部分用于测试.实验

时对数据进行标准化处理 ,使得处理后的样本每一
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维数据均值为 0 ,方差为 1.表 2 为分类结果 ,其中

FLDA1和 ModLDA对应的数据直接引用文献[11 ]

中的结果 , FLDA1 为线性 Fisher 判别分析 ,

ModLDA为本文提出的新方法 ,对线性 Fisher判别

分析进行了改进. FLDA2为本文进行的线性 Fisher

判别分析 ,由于采样过程不完全相同 ,因此与

FLDA1的实验结果有所偏差.由表 2 可以看出 ,本

文算法在其中的 4 个数据集中分类准确率最高 ,表

现出优异的分类性能.

表 2　FLDA, ModLDA和 NM2FDA分类性能比较

数据集 FLDA1 ModLDA FLDA2 NM2FDA

Ion 83. 86 85. 42 80. 57 92. 57

WDB 95. 30 95. 81 94. 37 95. 77

Wine 92. 08 92. 30 97. 75 100

Can 100. 0 100. 0 95. 01 96. 48

Iris 93. 72 93. 72 95. 2 95. 6

Diab 73. 57 73. 46 78. 13 77. 08

Liv 62. 80 62. 67 67. 44 68. 02

　　实验采用径向基核函数 ,对应于数据集 Ion ,

WDB ,Wine ,Can ,Iris ,Diab和 Liv ,所采用的参数σ

分别为 7. 1 ,5 ,3. 2 ,3. 2 ,3. 2 ,4. 2和 2. 7.

5　结　　语
　　本文首先提取基向量 ;然后采用 Nyst rö m方法

将形式未知的非线性映射近似表达为已知形式的非

线性映射 ,并将这种近似的非线性映射与线性

Fisher判别分析相结合 ,形成一种非线性分类方法

NM2FDA.人工数据仿真实验显示 ,NM2FDA 的分

类精度与 KFDA基本相同 ,采用 7组实际问题的数

据进行实验 ,结果显示本文方法分类准确率高于其

他方法 ,在其中的 4个数据集中分类准确率最高.与

KFDA相比 ,本文方法思想简练直接 , FLDA 的改

进形式如 D2LDA [12214 ]和 R2LDA [15 ]等可以直接对映

射数据进行分析 ,从而构成相应的非线性算法.
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