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电力系统微分代数模型耗散 Hamilton实现
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摘　要 : 对非线性微分代数模型电力系统的耗散 Hamilton实现问题进行了研究.首先提出了非线性微分代数系统

的耗散 Hamilton实现结构 ,给出了完成常值耗散 Hamilton实现的充分条件 ;然后证明单机单负荷电力系统必然存

在耗散 Hamilton实现 ,并构造出系统的一个耗散 Hamilton实现.
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Abstract : A dissipative Hamiltonian realization (D HR) problem is investigated for the power system presented by

nonlinear differential algebraic system model. A D HR formulation is presented for nonlinear differential algebraic

systems. A sufficient condition to complete D HR with constant st ructure matrix is proposed. It is p roved that the

D HR exist s in a single2machine single2load power system , and the D HR formulation for the power system is

const ructed.
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1　引　　言
　　很多大型复杂系统 ,包括电力系统[123 ]、机器人

系统[ 4 , 5 ]、化工过程[6 ]等均包含若干动态子系统和

静态子系统 ,其中各动态子系统除了分别具有各自

的动态特性之外 ,还与其他子系统存在复杂的联系

和制约.由于动态子系统的特性一般用微分方程来

描述 ,而静态子系统以及各子系统之间的联系和制

约用代数方程来描述 ,这些系统的数学模型是由动

态模型和静态模型组成的混合模型———微分代数模

型.对电力系统 ,如果假设所有的负荷均为恒阻抗负

荷 ,则可以把微分代数系统模型电力系统化为微分

方程系统 ,但是当考虑实际负荷的非线性特性时不

能实现模型化简[ 1 ] .

　　近年来 , Hamilton函数方法在电力系统稳定性

分析和控制中受到越来越多的重视[7212 ] .该方法的

优点是在控制器设计过程中能充分利用系统内在的

结构性质 ,所设计的控制器结构简单 ,易于实现.在

采用 Hamilton 函数方法对系统进行分析与设计

时 ,一个关键的步骤是把所研究的系统表示为耗散

Hamilton系统 ,即完成系统的耗散 Hamilton实现.

目前电力系统微分方程模型的 Hamilton 实现以及

基于系统 Hamilton实现的分析与控制研究已取得

了不少成果. Cheng等[8 ,9 ]完成了三阶模型和五阶模

型单机无穷大系统的 Hamilton 实现 ,并设计了镇

定控制器. Xi 等[ 10 ] 对多机系统提出一种伪

Hamilton实现 ,并设计了期望的控制器. Sun 等[11 ]

也提出了一种新的 Hamilton函数构造方法. Wang

等[12 ]还研究了多机系统的反馈耗散实现 ,并设计了

控制器以提高系统动态性能.但对更具普遍意义的

微分代数模型电力系统的耗散 Hamilton 实现问题
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目前还没有得到研究.

　　本文考虑了电力系统微分代数模型的耗散

Hamilton实现问题.首先对非线性微分代数系统提

出一种耗散 Hamilton 实现结构 ,基于该结构能方

便地完成系统稳定性分析和控制器综合.对常值实

现问题 ,即结构矩阵为定常矩阵的 Hamilton 实现

问题 ,给出了能够完成 Hamilton实现的充分条件 ;

然后通过一种典型的单机单负荷电力系统 ,证明了

虽然不能直接完成系统的耗散 Hamilton 实现 ,但

通过变量转换后必然存在耗散 Hamilton 实现.本

文还进一步构造出了单机单负荷电力系统的一个耗

散 Hamilton实现.

2　非线性微分代数系统的 Hamilton实现
　　完整的电力系统控制数学模型可以表示为如

下的非线性微分代数系统 :

Ûx = f ( x , z) + g ( x , z) u ,

0 =σ( x , z) .
(1)

其中 : x ∈ X < Rn 是状态变量 ; z ∈ Z < Rs 是代数

变量 ; u ∈U < R r 是控制量 ; f (·) , g (·) ,σ(·) 是适

当维数的充分可微向量函数.对电力系统 ,典型的状

态变量包括发电机动态、励磁控制动态、负荷动态以

及电力电子装置动态变量 ,典型的代数变量包括系

统中母线电压幅值和相角变量.在正常运行条件下 ,

电力系统微分代数模型 (1) 满足指数 1 特性 , 即

¨zσ( x , z) 在运行点邻域内满秩.

　　定义 1　如果存在连续可微函数 H ( x , z) ,使

得非线性微分代数系统 (1) 可表示为

Ûx = ( J ( x , z) - R ( x , z) ) ẍ H ( x , z) +

　　g ( x , z) u ,

0 =σ( x , z) = z̈ H ( x , z) .

(2)

其中 :J ( x , z) 为反对称矩阵 , R ( x , z) 为半正定矩

阵.则系统 (2) 称为非线性微分代数系统 (1) 的耗散

Hamilton实现.进一步 ,如果 R ( x , z) 为正定矩阵 ,

则系统 (2) 称为非线性微分代数系统 (1) 的严格耗

散 Hamilton实现.相应地 , H ( x , z) 称为 Hamilton

函数.令 T ( x , z) = J ( x , z) - R ( x , z) . T ( x , z) 称为

结构矩阵.耗散 Hamilton实现的一种典型而重要的

情形是 T ( x , z) 中各元素为常数 ,这时式 (2) 称为常

值 Hamilton实现.

　　如果一个非线性微分代数系统能够表示为耗

散 Hamilton系统 ,则其在一定条件下能够容易地完

成系统稳定性分析 ,并根据需要完成控制器设计以

提高系统性能. 事实上 , Hamilton 函数沿系统轨线

的导数为

ÛH ( x , z) =

- ( ẍ H ( x , z) ) T R ( x , z) ẍ H ( x , z) +

( ẍ H ( x , z) ) T g ( x , z) u. (3)

　　如果 Hamilton函数在平衡点某邻域内正定 ,则

可以选择其作为系统的Lyap unov函数.当输入为零

时 ,有 ÛH ( x , z) ≤0 ,根据指数 1非线性微分代数系

统的 LaSalle 不变集原理[13 ] ,可知非线性微分代数

系统是稳定的.进一步 ,如果集合 S = { ( x , z) ∈M |

ÛH ( x , z) = 0 ,σ( x , z) = 0} 仅包含平衡点 ,则系统是

渐近稳定的.

　　根据定义 1 , 要完成微分代数系统的耗散

Hamilton实现 ,需要找到合适的 n×n矩阵 T ( x , z)

及函数 H ( x , z) ,使得

T ( x , z) ẍ H ( x , z) = f ( x , z) ,

z̈ H ( x , z) =σ( x , z) .
(4)

　　在 T ( x , z) 可逆条件下 ,根据 Poincare引理 ,存

在连续函数 H ( x , z) 满足矩阵方程 (4) 的充要条件

是如下的可积性条件成立 :

(̈ x , z) K( x , z) = [ (̈ x , z) K( x , z) ]T , (5)

其中

K( x , z) =
T ( x , z) 0

0 I

- 1 f ( x , z)

σ( x , z)
=

T - 1 ( x , z) f ( x , z)

σ( x , z)
. (6)

　　对常值 Hamilton实现 ,有如下结论 :

　　定理 1　非线性微分代数系统 (1) 存在一个常

值实现的充分条件是如下矩阵方程成立 :

T - 1
ẍ f ( x , z) = ( ẍ f ( x , z) ) T T - T ,

T - 1
z̈ f ( x , z) = ( ẍσ( x , z) ) T ,

z̈σ( x , z) = ( z̈σ( x , z) ) T ,

(7)

并且常数矩阵 T可以分解为 T = J - R ,其中 J为反

对称矩阵 , R为半正定矩阵.

　　证明 　因结构矩阵为常数矩阵 ,式 (5) 可化为

T - 1
ẍ f ( x , z) T - 1

z̈ f ( x , z)

ẍσ( x , z) z̈σ( x , z)
=

( ẍ f ( x , z) ) T T - T ( ẍσ( x , z) ) T( ẍσ( x , z) ) T

( z̈ f ( x , z) ) T T - T ( z̈σ( x , z) ) T( z̈σ( x , z) ) T
. (8)

式 (8) 即为式 (7) .再考虑到矩阵 T的分解形式 ,定

理得证. □

　　定理 1 表明了微分代数系统存在常值

Hamilton实现时 ,向量函数 f ( x , z) ,σ( x , z) 以及结

构矩阵 T之间必须满足的关系 ,依据该条件还可以

确定结构矩阵.下面将根据这个关系来判断单机单

负荷电力系统是否存在 Hamilton 实现 ,如果存在 ,

则构造出系统的一个 Hamilton实现.

3　电力系统非线性微分代数模型
　　考虑图 1所示由无损耗传输线连接的单机单负
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图 1　单机单负荷电力系统结构图

荷电力系统 ,其中 b为同步电机机端母线 , l为负荷

母线 , N 为无穷大母线.

　　选取无穷大母线作为参考节点 ,即令 V N ∠θN

= 1∠0 .假定同步电机采用单轴模型 ,且系统负荷

为恒功率负荷 ,即有功功率 Pl 和无功功率 Q l 为恒

值 ,则整个系统的数学模型由发电机动态方程和母

线上的有功功率及无功功率平衡方程共同组成.

　　(1) 同步电机动态方程如下 :

Ûδ =ω0 (ω - 1) ,

Ûω =
1
H

( Pm - Pe) -
D
H
ω0 (ω - 1) ,

ÛE′q =
x d - x′d

T′d0
K(δ, E′q ,θb ,V b ,φl ,V l ) +

　　 1
T′d0

V f .

(9)

其中

Pe (δ, E′q ,θb ,V b ,φl ,V l ) =

x′d - x q

2 x′d x q
V 2

b sin 2 (δ- θb) +
1
x′d

E′q V b sin (δ- θb) ,

(10)

K(δ, E′q ,θb ,V b ,φl ,V l ) =

x d

x′d ( x d - x′d)
E′q +

1
x′d

V bcos (δ- σb) . (11)

　　(2) 同步电机机端母线以及负荷母线上的功率

平衡方程如下 :

　　0 = gb (δ, E′q ,θb ,V b ,φl ,V l ) =

　　 -
x′d - x q

2 x′d x q
V 2

b sin (2 (δ- θb) ) -

　　 1
x′d

E′qV b sin (δ- θb) + B bN V b sinθb +

　　B bl V bV l sin (θb - φl ) , (12)

　　0 = hb (δ, E′q ,θb ,V b ,φl ,V l ) =

　　 x′d + x q

2 x′d x q
V 2

b -
1
x′d

E′q V bcos (δ- θb) -

　　 x′d - x q

2 x′d x q
V 2

bcos (2 (δ- θb) ) - B bb V 2
b -

　　B bN V bcosθb - B bl V bV l cos (θb - φl ) , (13)

　　0 = gl (δ, E′q ,θb ,V b ,φl ,V l ) =

　　B lb V l V b sin (φl - θb) + B lN V l sinφl - Pl , (14)

　　0 = hl (δ, E′q ,θb ,V b ,φl ,V l ) =

　　 - B ll V
2
l - B lb V l V bco s (θb - φl ) -

　　B lN V l cosφl - Ql . (15)

其中 :ω为发电机的角速度 ,ω0 = 2πf 0 ; Pm为同步电

机的输入机械功率 ,本文假定其为常数 ; Pe 为同步

电机输出的电磁功率 ; H和 D 分别为发电机的转子

转动惯量和阻尼系数 ; x d和 x q分别为 d轴和 q轴同

步电抗 ; x′d 为 d轴暂态电抗 , x d > x′d ; T′d0 为 d轴暂

态开路时间常数 ; E′q 为 q轴次暂态电势 ;V f 为同步

电机励磁电压 ;V b ∠θb和V l ∠φl分别为母线 b和 l的

电压相量. B ij ( i , j = b, l , N) 为节点导纳.

　　方程 (9) ～ (16) 构成了单机单负荷电力系统

控制数学模型.令

x = (δ,ω, E′q ) T , z = (θb ,V b ,φl ,V l )
T , u = V f ,

f (·) =

ω0 (ω - 1)

1
H

( Pm - Pe) -
D
H
ω0 (ω - 1)

x d - x′d
T′d0

K(·)

,

σ(·) =

gb (·)

hb (·)

gl (·)

hl (·)

, g (·) =

0

0

1
T′d0

,

则单机单负荷电力系统可以表示为式 (1) 所示的标

准微分代数系统.

4　单机单负荷电力系统耗散 Hamilton实现
　　直接验证可知 ¨zσ( x , z) ≠ ( ¨zσ( x , z) ) T ,即

单机单负荷电力系统不能直接表示为 Hamilton 系

统.主要原因在于对母线电压幅值变量求偏导时 ,会

造成对应项阶数的降低.为了解决该问题 ,需要对母

线电压幅值变量进行变量变换.考虑到对实际电力

系统总有 V b ,V l > 0 ,可令 vb = In V b , v l = In V l ,同

时令 z = (θb , vb ,φl , vl )
T ,则可以验证

¨zσ( x , z) = ( ¨zσ( x , z) ) T . (16)

又因为

¨z f ( x , z) =

0 0 0 0

-
1
H

a21 -
1
H

a22 0 0

x d - x′d
T′d0

a31
x d - x′d

T′d0
a32 0 0

,

(17)

¨xσ( x , z) =

a21 0 - a31

a22 0 - a32

0 0 0

0 0 0

, (18)

其中

　　　　a21 = -
x′d - x q

x′d x q
e2 vb cos2 (δ- θb) -

　　　　　　 1
x′d

E′q e vb cos (δ- θb) ,
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　　　　a22 =
x′d - x q

x′d x q
e2 vb sin 2 (δ- θb) +

　 　　　　　 1
x′d

E′q e vb sin (δ- θb) ,

　　　　a31 =
1
x′d

e vb sin (δ- θb) ,

　　　　a32 =
1
x′d

e vb cos (δ- θb) .

从而有

5 f ( x , z)
5 z

= T ( 5
σ( x , z)

5 x )
T

, (19)

其中

T =

0 t1 0

-
1
H

t2 0

0 0 -
x d - x′d

T′d0

,

t1 , t2 为待定参数.当 t1 = 1/ H时 ,矩阵 T可分解为

T = J - R ,其中

J =

0 1
H

0

-
1
H

0 0

0 0 0

, (20)

R =

0 0 0

0 - t2 0

0 0
x d - x′d

T′d0

. (21)

　　下面确定参数 t2 ,并使得 T - 1 ¨x f ( x , z) 为对称

矩阵.由于

¨ x f (·) =

0 ω0 0

-
1
H

5 P
5δ -

D
H
ω0 -

1
H

5 P
5 E′q

-
x d - x′d

T′d0

5 K
5δ 0 -

x d - x′d
T′d0

5 K
5 E′q

,

(22)

要使 T - 1 ¨ x f ( x , z) = ( T - 1 ¨ x f ( x , z) ) T , 须有 t2

= - D/ H2 .至此可得到结构矩阵

T =

0 1
H

0

-
1
H

-
D
H 2 0

0 0 -
x d - x′d

T′d0

, (23)

并且

R =

0 0 0

0 D
H 2 0

0 0
x d - x′d

T′d0

. (24)

　　矩阵 (20) 所示 J为反对称矩阵 ,由于 x d > x′d ,

R为半正定矩阵.

　　综合上述讨论 ,根据定理 1可知单机单负荷电

力系统必存在耗散 Hamilton实现.下面构造单机单

负荷系统的耗散 Hamilton实现.

　　考虑函数

H (δ,ω, E′q ,θb , vb ,φl , v l ) =

1
2

Hω0 (ω - 1) 2 + P(δ, E′q ,θb , vb ,φl , v l ) , (25)

其中

P(δ, E′q ,θb , vb ,φl , vl ) =

- Pmδ - Plφl - Ql v l -
E′q e vb cos (δ- θb)

x′d
-

e2 vb

4
e2 vb ( x′d - x q) cos2 (δ- θb) - ( x′d + x q)

x′d x q
-

B bb
e2 vb

2
- B bN e vb + v l cos (θb - φl ) +

E′q 2 x d

x′d ( x d - x′d )
- B bN e vb cosθb -

B lN e v l cosφl -
1
2

B ll e2 v l . (26)

　　H (·) 关于 x和 z 的偏导数分别为

¨ x H (·) =

- Pm + Pe

Hω0 (ω - 1)

- K(·)

, ¨z H (·) =

gb (·)

hb (·)

gl (·)

hl (·)

.

故

¨x H (·) = Tf (·) , ¨z H (·) =σ(·) .

　　至此可得到单机单负荷电力系统的一个耗散

Hamilton实现 ,其结构矩阵如结构 (23) 所示 ,相应

的 Hamilton函数如式 (25) 所示.该 Hamilton函数

具有明确的物理意义 :其中的第 1项 1
2

Hω0 (ω - 1) 2

表示电力系统中的动能 ,而 P(·) 表示系统中的势

能 ,所以 Hamilton函数 (25) 表示了单机单负荷电力

系统的总能量.

5　结 　　语
　　本文研究了电力系统微分代数模型的耗散

Hamilton实现问题.首先对非线性微分代数系统提

出一种耗散 Hamilton 实现结构 ,给出了系统完成

常值 Hamilton实现的充分条件.基于该条件 ,针对

能够完成耗散 Hamilton 实现的微分代数系统 ,可

以构造出 Hamilton实现的结构矩阵.然后 ,针对单

机单负荷电力系统 ,证明了系统必存在耗散

Hamilton实现 ,并构造出一个 Hamilton实现形式.

本文提出的电力系统微分代数模型 Hamilton 实

现 ,能够为稳定性分析和控制器设计提供便利.
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