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基于 BA生长网络的产品市场演化分析

高齐圣1 , 耿金花1 , 方爱丽1 , 张嗣瀛1 ,2

(1.青岛大学 复杂性科学研究所 , 山东 青岛 266071 ; 2.东北大学 信息科学与工程学院 , 沈阳 110004)

摘　要 : 基于 BA生长网络的形成机理 ,提出产品市场和顾客选择的 BA扩展模型.基于概率理论证明了主方程与

Polya过程模型的等价性 ,据此探讨了描述顾客选择行为的概率函数类别对产品市场宏观行为的影响 ,包括线性概率

模型、Logistic模型和抽样 OC曲线模型及其不动点分析等.最后结合实例进行说明和验证.
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Abstract : Based on the development mechanism of BA growing networks , an extended BA model about product

market and choice behavior of customers is proposed. The equivalence of master equation and Polya process model is

proved by using the theory of probability. According to this , some kinds of probability functions which depict the

customers’choice are discussed , including linear probability model , logistic model and OC curve model. With these

models and the analysis of their fixed point s , the influence to the macroscopical behavior of the market is investigated.

At last , several examples are given to illust rate and validate the prop sed conclusion.
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1　引　　言
　　近年来 ,复杂网络已成为揭示自然界和人类社

会中各种复杂系统结构和行为的重要手段.产品市

场是由生产同类产品的若干企业和顾客组成的网

络 ,不同企业的产品在市场上受到顾客的选择.顾客

的选择行为各不相同 ,有个性化偏好 ,也有从众心

理 ,会表现为正反馈过程.个别顾客的选择是随机

的 ,微小随机事件的累积 ,在正反馈的作用下会形成

一种倾向 ,使系统向某一确定性结构演变.

　　产品市场中最为突出的状态变量是市场份额 ,

可以用来刻画产品市场的结构.本文在 BA 生长网

络模型的基础上 ,结合产品市场中顾客选择的实际

情况 ,提出一种扩展模型 ,并证明了该扩展 BA 网络

的主方程与非线性 Polya 过程模型的等价性 ,进而

给出网络的偏好连接、度分布、不动点类型与系统演

化行为之间的关系 ,为产品市场决策提供依据.

2　扩展 BA生长网络模型
2. 1　扩展 BA网络生长过程

　　结合 Barabasi等[1 ,2 ] 提出的 BA网络生成和产

品市场的实际情况 ,提出扩展 BA 网络模型的描述

如下 :

　　(1) 生长

　　规定 N个节点分别代表 N 个企业 ,开始时刻记

为 t0 .假定开始时各节点 s已各有 Ks
0 个顾客选择连

接 , s = 1 ,2 , ⋯, N ,市场初始规模为 t0 = ∑
N

s = 1
Ks

0 .每

一时刻新增加一个顾客 ,与系统中的 N 个企业节点

中的一个连接 ,记为二分类随机变量 ys
t . ys

t = 1说明

第 t时刻顾客选择 s企业 , ys
t = 0说明第 t时刻顾客

未选择 s企业.
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　　(2) 优先连接

　　记 t时刻顾客选择 s企业的概率为 qs
t ,按照优先

连接的思想 , qs
t应与节点 s的度数 K s

t成正比 ,与节点

s的相对度数 X s
t = Ks

t / ∑
N

s = 1
Ks

t也成正比 ,即 qs
t = p{ ys

t

= 1 | X s
t } = qt ( X s

t ) .仿照初始时刻 t0 的处理 , t =

∑
N

s = 1
Ks

t ,因而 X s
t = Ks

t / t.此时 X t = ( X1
t , X2

t , ⋯, X s
t ,

⋯, X N
t ) T 是 t时刻市场份额 ,它代表了产品市场状

态强度或者网络密度.

2 . 2　理论方法

　　研究BA网络动力学常用的方法有两种[1 ,2 ] :基

于连续性理论的动力学方法 (包括平均场和率方程)

和基于概率理论的主方程方法. Krapivsky 等验证

了在相同参数条件下 ,用主方程与用率方程是等价

的 , 它 们对 于 度 分 布 提供 同 样 的 渐近 解.

Dorogovt sev等[3 ] 研究了连接概率 qs
t = Ks

t +α时度

分布的渐近解 (简称 DMS模型) . Krapivsky等[4 ] 研
究了连接概率 qs

t = ( Ks
t )
ν时 ,γ= 0 ,0 <γ< 1 ,γ=

1 ,γ > 1这 4种情况下网络的演化结果 ,得到γ = 0

是 ER模型 ,γ= 1是能够涌现 Scale2f ree特征的BA

模型[3 ] .

　　以下说明主方程方法等价于概率论中的 Polya

过程模型[5 ] ,这为研究 BA 生长网络提出了新的研

究方法 ,借助于它可对产品市场演化进行深入分析.

　　设 t时刻企业 s 有 k 个顾客相连接的概率为

p ( k , s , t) ,概率 p ( k , s , t) 满足如下主方程 :

p ( k , s , t + 1) = p ( k - 1 , s , t) q( k - 1 , t) +

p ( k , s , t) (1 - q( k , t) ) , (1)

其中 q( k , t) 表示在 t时刻度数为 k时 ,下一时刻顾客

选择该点的概率.

　　记 t时刻选择企业 s的顾客数量期望值为 Ks
t ,

则

Ks
t+1 = ∑

t+1

k = 1
kp ( k , s , t + 1) =

∑
t+1

k = 1

kp ( k , s , t) + ∑
t+1

k = 1

kp ( k - 1 , s , t) q( k - 1 , t) -

∑
t+1

k = 1
kp ( k , s , t) q( k , t) = Ks

t + ∑
t

k = 0
p ( k , s , t) q( k , t) .

(2)

　　记 qs
t = ∑

t

k = 0

p ( k , s , t) q( k , t) ,它表示 k时刻一位

顾客连接到第 s企业的概率 ,可得

Ks
t+1 = Ks

t + qs
t . (3)

　　考虑到 Ks
t = tX s

t ,得到如下 Polya过程描述 :

X s
t+1 = X s

t +
1

t + 1
( qs

t - X s
t ) , s = 1 ,2 , ⋯, N .

(4)

　　由此可见 ,BA生长网络主方程方法与 Polya过

程模型是等效的 ,可以考虑顾客选择概率函数、不动

点类型和系统演化结果.

3　离散选择模型与市场演化分析
3 . 1　顾客选择行为的影响因素

　　在标准 BA 网络及其扩展模型中 ,顾客选择概

率函数都假定

qs
t = p{ ys

t = 1 | X s
t } = qt ( X s

t ) . (5)

这意味着顾客选择企业 s的概率只取决于该企业的

市场份额 X s
t .事实上 ,它也与其他企业的市场份额

有关 ,即与整个网络的状态强度有关[6 ] .正确的设置

是 qs
t = p{ ys

t = 1 | X t } = qt ( X t ) ,这里 X t = ( X1
t ,

X2
t , ⋯, X N

t ) T .但从顾客的角度很难获取整个市场

份额的信息 ,能够掌握的主要还是局部信息 ,如某一

企业市场份额 X s
t 的信息.这也是目前有关 BA网络

主方程讨论中都假定式 (5) 的主要原因.对式 (5) 作

一般扩展 ,有

X t+1 = X t +
1

t + 1
( qt ( X t ) - X t ) , (6)

其不动点向量由 qt ( X t ) = X t 确定.

3 . 2　线性概率模型与不动点分析

　　相对于产品市场份额信息而言 ,顾客更容易获

取的往往是对产品市场中各个企业产品质量 (或声

望) 的评价信息.利用这些信息可以构造反映 N 个

企业 (节点) 之间质量声望的判断矩阵 A ,用以反映

顾客选择的个性化偏好.这里提供两种矩阵 A 的构

造方法.

　　(1) 层次分析法 (A H P) [7 ]

　　设 A 是成对比较判断矩阵 , asj 表示企业 s与企

业 j的质量水平比较 ,通常按 1～ 9比例标度赋值 ,

且 aji = 1/ aij , aii = 1 .

　　选取顾客选择概率函数

qt ( X t ) =
1
λmax

A X t , (7)

则系统不动点变为

A X 3 =λmax X 3 . (8)

由判断矩阵 A 的性质可知 ,此时系统的不动点 X 3

= ( X1
3 , X2

3 , ⋯, X N
3 ) T 是稳定的.

　　(2) 马尔科夫链法[8 ]

　　取 asj = p{ ys
t = 1 | y j

t = 1} , s , j = 1 ,2 , ⋯, N .

此时把顾客的选择行为看成一个马尔科夫链 ,则 A

就是相应的一步转移概率矩阵.于是

qt ( X t ) = A X t . (9)

在该顾客选择概率下 ,系统的不动点变成

X 3 = A X 3 . (10)

　　关于上述不动点的求解 ,当矩阵 A 为正则马尔
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科夫链的一步转移矩阵时 ,不动点 X 3 = ( X1
3 , X2

3 ,

⋯, X N
3 ) T 也是稳定的 ,且为马尔科夫链的平稳分

布[8 ] .

　　从 Polya过程模型可以得到 ,在 (1) 和 (2) 的情

况下 ,不管系统的初始状态如何 ,系统最终趋于稳定

的不动点 X 3 , X 3 代表市场达到均衡时的市场份

额.可见在此网络生成过程中 ,顾客选择偏好是由企

业的质量声望决定的 ,与初始状态无关.企业应在提

高产品质量水平、增强质量声望方面下功夫.特别是

当 A取单位矩阵时 , qs
t = X s

t , s = 1 ,2 , ⋯, N ,DMS的

主方程中取 q( k , t) = k/ t即可得到此结果.在该选

择函数下 , X t 的任意值都是不动点 ,有无穷多个.于

是系统演化方程变为

X t+1 = X t = ⋯ = X0 . (11)

在这种情况下 ,系统演化可以锁定在任一不动点.至

于锁定在哪一点 ,则完全取决于初始状态.对于这种

演化过程 ,初始阶段的竞争是非常重要的 ,企业应抢

占先机.

3 . 3　非线性概率模型[9 ] 与不动点分析

　　面对产品市场中的 N个企业 ,顾客选择是一个

多分类离散选择模型. Fair 等因此方面的工作而获

得 2000年度诺贝尔经济学奖.由于市场信息的不完

备 ,顾客不能掌握整个市场份额情况 ,只能了解企业

s的局部信息 X s
t .以下主要讨论在已知局部信息下

顾客的非线性选择问题.

　　非线性概率选择函数 qs
t = q( X s

t ) 取哪种形式 ,

取决于顾客的选择行为和企业的措施.令 us
t 代表第

t 时刻到达顾客的偏好差别 ,它是 X s
t 和随机误差εt

的函数.εt 代表其他未考虑因素的综合影响 ,有

us
t =αs +βs X s

t +εt . (12)

　　当顾客的偏好差别值超过一个临界点 c(比如 c

= 0) 时 ,便导致事件{ ys
t = 1} 发生.于是有

ys
t =

1 , us
t > 0 ;

0 , us
t ≤0 .

(13)

　　假定误差项εt 分布函数为 F (·) ,则有

q( X s
t ) = p{ ys

t = 1 | X s
t } = F(αs +βs X s

t ) .

(14)

　　1) 选择 F(·) 是[0 ,1 ]上的均匀分布 ,即

q( X s
t ) = F(αs +βs X s

t ) =

αs +βs X s
t , 0 ≤αs +βs X s

t ≤1 ;

0 , otherwise .
(15)

这是一个线性概率模型 ,通常有一个稳定不动点.

　　2) 选择 F(·) 是标准 Logistic分布 ,即

q( X s
t ) = F(αs +βs X s

t ) =

1/ (1 + e - ( as +βs X s
t
) ) . (16)

这是一个 S型非线性概率模型 ,不动点数目为 1 个

或 3个.

　　在不动点处线性化 ,可得到 J acobian矩阵 A 为

对角矩阵.对角线上的元素为

ass = 5qs
t / 5 X s

t Xs
3 =

βs
eαs +βs X s

t

1 + eαs +βs X s
t

1

1 + eαs +βs X s
t

,

s = 1 ,2 , ⋯, N . (17)

　　如果满足 | ass | < 1 , s = 1 ,2 , ⋯, N ,则不动点

X 3 = ( X1
3 , X2

3 , ⋯, X N
3 ) T 是稳定的.

　　3) 选择 F(·) 是抽样方案的 OC曲线 ,即

q( X s
t ) = L (1 - X s

t ) = ∑
c

r = 0
Cr

n (1 - X s
t )

r X sn- r

t .

(18)

其中 : ( n , c) 为一次抽样方案的设计参数[10 ] ; L (·)

为抽样特性曲线 (简称 OC曲线) ,是递减的 S 型曲

线.选用 L (1 - X s
t ) 可变为随 X s

t递增的 S型曲线 ,符

合分布函数 F(·) 的要求.

　　这也是一个 S型非线性概率模型 ,不动点数目

为 1个或 3个.在多个不动点中 ,有稳定的 ,也有不

稳定的.系统的演化将趋向于某个稳定的不动点 ,至

于是哪个稳定的不动点 ,则与初始阶段的随机路经

有关.

4　实例探讨
　　例 1　以 N = 3为例 ,通过对整个产品市场竞

争性评估 ,得到反映企业产品质量声望的成对判断

矩阵.这里 A 的元素按 1 (相等) ,3 (较强) ,5 (明显

强) ,7 (很强) ,9 (绝对强) 比例标度赋值 ,即

A =

1 3 5

1/ 3 1 3

1/ 5 1/ 3 1

.

　　按照 A H P 方法 , 可求得最大特征值λmax =

3 . 038 5 ,其对应的特征向量为

X 3 = (0 . 637 0 ,0 . 258 3 ,0 . 104 7) T .

此时 ,顾客选择概率函数可取 qt = 0 . 329 1 A X t ,产

品市场份额的演化方程为

X t+1 = X t +
1

t + 1
(0 . 329 1 A X t - X t ) .

　　在此线性概率模型下 ,不论市场状态初始值 X0

如何 ,产品市场最终都能达到均衡点 X 3 .

　　例 2　以 N = 3为例 ,通过对整个产品市场竞

争性评估 ,得到反映企业产品质量声望的转移概率

矩阵.这里 A的元素是按一步转移概率αsj = p{ ys
t+1

= 1 | y j
t = 1} 进行统计 ,有

A =

0 . 90 0 . 04 0 . 15

0 . 02 0 . 87 0 . 12

0 . 08 0 . 09 0 . 73

.
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显然 ,矩阵 A对应的马尔科夫链是正则链[7 ] ,存在平

稳分布 , X 3 = (0 . 471 8 ,0 . 291 2 ,0 . 236 9) T .

　　此时 ,顾客选择概率函数可取 qt = A X t ,产品

市场份额的演化方程为

X t+1 = X t +
1

t + 1
( A X t - X t ) .

　　在此线性概率模型下 ,不论市场状态初始值 X0

如何 ,产品市场最终都能达到均衡点 X 3 .

　　例 3　以 N = 2为例 ,考虑顾客的概率选择函

数为标准 Logistic分布

q( X s
t ) = F(αs +βs X s

t ) = 1/ (1 + e
- ( as +βs X s

t
)
) .

　　取αs = - 0 . 5 ,βs = 1 .此时顾客选择规则是当

X s
t > 0 . 5时选择该企业的产品 ,否则选择另一企业

的产品.此时 ,系统的不动点为 (0 . 5 ,0 . 5) ,且是稳定

的.这类现象通常发生在差别化极小且价值较低的

产品市场.

　　取αs = - 2ln 3 ,βs = 4ln 3 .此时系统有 3个不

动点 ,由式 (17) 可以验证 , (0 . 25 ,0 . 75) 和 (0 . 75 ,

0 . 25) 是稳定的不动点 ,分别表示 2企业占优和 1企

业占优. (0 . 5 ,0 . 5) 是不稳定的不动点 ,代表了企业

由市场劣势 (优势) 转变为市场优势 (劣势) 的相变

点.

　　例 4　以 N = 2为例 ,考虑顾客的概率选择函

数是抽样方案的 OC曲线 ,即式 (18) ,取 n = 5 (代表

每次抽取的顾客样本数) .考虑到顾客的从众心理 , c

< [ n/ 2 ] + 1 ,可分别取 c = 0 ,1 ,2 ,得到

qs
t = X s5

t , (19)

qs
t = X s5

t + 5 (1 - X s
t ) X s4

t , (20)

qs
t = X s5

t + 5 (1 - X s
t ) X s4

t +

　　10 (1 - X s
t )

2 X s3

t . (21)

　　类似于式 (17) 可以验证 :在式 (19) 和 (20) 的

情况下 ,系统有两个稳定不动点 (0 ,1) 和 (1 ,0) ;在

式 (21) 的情况下 ,系统增加到 3个不动点 ,多了一个

(0 . 5 ,0 . 5) 不稳定的不动点 ,代表了企业由市场劣

势 (优势) 转变为市场优势 (劣势) 的相变点.

5　结 　　语
　　BA 生长网络是复杂网络研究中一个重要类

型 ,现实生活中许多复杂系统都可用 BA 生长网络

及其扩展模型来描述和研究.本文针对 N 个企业、

若干顾客形成的产品市场 ,基于 BA 生长网络提出

了产品市场选择的扩展模型 ,并证明了 BA 生长网

络研究中常用的主方程与概率论中 Polya过程模型

的等价性 ;借助于离散选择模型刻画产品市场中的

顾客选择行为 ,并对选择函数类别对产品市场的演

化影响作了理论探讨 ;最后给出几个典型例子 ,验证

了本文所提出理论与方法的正确性.
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