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线性系统频响特征指标集下的状态反馈控制
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摘　要 : 首先以闭环幅频特性的零频特性、固有频率、平方面积和最大幅值 4项特征作为控制系统的期望指标集 ,将

状态反馈转化为一组矩阵不等式的可行解问题 ;然后利用迭代线性矩阵不等式 ( IL MI)技术求解状态反馈系数 ;最后

通过数值算例说明所给出设计方法的有效性.
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Abstract : Four f requency response characteristics , zero f requency characteristic , average bandwidth , area and

maximum range value , are denoted as the desired indices for the design of control system. The state feedback problem

is t ransformed to the feasible problem of a set of matrix inequalities , which is solved by using the iterative linear

matrix inequality technique. Finally , a numerical example is given to demonst rate the effectiveness of the proposed

method.
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1　引　　言
　　频率特性的低频段表征了闭环系统的稳态性

能 ,中频段表征了系统的过渡性能 ,高频段表征了过

渡过程的初始段性能.长期以来 ,频率法成为控制工

程中广泛应用的设计方法之一.然而 ,古典频率法也

存在严重的缺陷 :尚无判断满足频率特性期望特征

的控制策略存在性判据 ,更无自动求取这种控制策

略的完备的数学工具.文献[1 ]以开环频率特性为设

计工具 ,利用频域不等式和时域不等式的等价关系 ,

将频域指标约束下的控制器参数设计转化为一组线

性矩阵不等式的可行解问题 ,但却忽略了跟踪确定

性信号的稳态误差系数.

本文以闭环幅频特性为设计对象 ,且容许出现

非最小相位环节.应用满意控制相容性的思想[2 ]和

迭代线性矩阵不等式技术 ,自动、直接地求解满足频

响特征集的控制策略 ,从而将古典频率法提升为解

析频率法.

2　频响特征指标集
　　设系统幅相频率特性 A (ω) 如图 1所示.

图 1　闭环幅频曲线

定义 1　如下 4项频响特征所形成的集合称为

频响特征集 :

1) 固有频率

ω2
n =∫

+∞

- ∞
ω2 A 2 (ω) dω

∫
+∞

- ∞
A 2 (ω) dω

=∫
+∞

0
ω2 A 2 (ω) dω

∫
+∞

0
A 2 (ω) dω

. (1)
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　　需要特别说明的是 , A 2 (ω) /∫
+∞

- ∞
A 2 (ω) dω可看

作功率放大系数 A 2 (ω) = A2 ( - ω) 沿ω的分布密度

函数 ,故ωn是功率放大系数 A 2 (ω) 沿ω轴散布的均

方根.其值取决于系统的结构参数 ,是表征系统频带

宽度的另一个指标.

2) 幅频特性的最大幅值

A max = max
ω∈[0 , ∞)

{ A (ω) } . (2)

　　3) 幅频特性的零频特征

di =
1
i !

d i

dωi A (ω) |ω= 0 , i = 0 ,1 , ⋯, n. (3)

　　对于随动系统而言 , c0 = 1 - d0 , ci = di , i > 0 .

其中 ci 为表征随动系统准确度的稳态误差系数.

4) 白噪声作用下的输出方差

σ2y =∫
+∞

0
A 2 (ν) dν=

1
2π∫

+∞

0
A 2 (ω) dω, (4)

其中ω = 2πν为圆频率.

3　问题描述

图 2　闭环系统结构

　　设Φ( s) 具有图 2所示的规范结构 ,其控制对象

的传递函数为

G(s) =

bn- 1 sn- 1 + bn- 2 sn- 2 + ⋯+ b1 s + b0

sn + an- 1 sn- 1 + ⋯+ a1 s + a0
. (5)

相应的可控标准型实现为

Ûx = A x + B u , y = Cx . (6)

其中

A =

0 1 ⋯ 0

… … ω …

0 0 ⋯ 1

- a0 - a1 ⋯ - an- 1

,

B T = [0　0　⋯　0　1 ] ,

C = [ b0 　b1 　⋯　bn- 1 ].

　　定义 2　由式 (7) ～ (10) 组成的不等式集合定

义为频响特征的目标函数集.

σ2y ≤σ2g , (7)

ωn >ωg , (8)

| d0 | = d0 g , | d1 | = d1 g , | d2 | ≤ d2 g , (9)

A max ≤γg . (10)

其中[ ] g 表示[ ]为允许值.

本文的目的是设计反馈系数 K ,使整个系统在

状态反馈 ( K - C) x作用下 ,即

u = Kx - Cx + r( t) , (11)

闭环幅频特性满足由式 (7) ～ (10) 描述的频响特征

集.此时闭环系统状态方程为

Ûx = ( A + B K - BC) x + B r , (12)

其中 r( t) 为外部输入信号.

为了下面叙述方便 ,记

A c Χ A + B K - BC.

　　定义 3　如果存在反馈控制参数 K ,使期望的

目标函数集同时得到满足 ,则称此目标函数集是相

容的.

4　有关引理
　　引理 1[2 ] 　设外部输入信号 r( t) = w ( t) 为单

位高斯白噪声 ,当且仅当存在 P1 > 0和反馈阵 K ,

满足

A c P1 + P1 A T
c + BB T < 0 , (13)

CP1 CT ≤σ2g . (14)

则闭环系统渐近稳定 ,且满足由式 (7) 描述的指标.

引理 2[3 ] 　设外部输入信号 r( t) 为平方有界输

入 ,当且仅当存在 P2 > 0和反馈阵 K ,满足

A c P2 + P2 A T
c + BB T P2 CT

CP2 - γ2
g I

< 0 , (15)

则闭环系统渐近稳定 ,且满足由式 (10) 描述的指

标.

引理 3[4 ] 　对于渐近稳定的闭环系统 ,设外部

输入信号 r( t) 为多项式输入 ,当且仅当存在反馈阵

K ,满足

| eT
n ( A + B K) e1 | - m0 <ε,

| eT
n ( A + B K) e2 | - m1 <ε,

m2 < - eT
n ( A + B K) e3 < m3 .

(16)

其中 :ε> 0为控制计算精度的一个小正数 , ei 为第 i

个元素为 1的行向量 ,其余为零 ,而

m0 = b0 (1 - d0 g ) / d0 g ,

m1 =
b1 a0 ±d1 g ( b0 + m0 ) 2

b0
,

m2 = - l - d2 g ( b0 + m0 ) 3 ,

m3 = - l + d2 g ( b0 + m0 ) 3 ,

l = - b0 m2
1 - b0 m1 b1 - b0 m0 b2 +

　 b1 m1 a0 + b2
1 m0 - b2 m2

0 .

则闭环系统满足由式 (9) 描述的指标.

引理 4　对于渐近稳定的闭环系统 ,设输出信

号是平稳、零均值、均方可导的正态过程 ,当且仅当

- CA c X A T
c CT + CB B T CT +ω2

n C X CT = 0 ,

(17)

其中 X 为单位白噪声输入下闭环系统 (12) 的稳态

状态协方差.则系统满足由式 (8) 描述的指标.
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5　主要结果
　　定理 1 (充要性) 　当且仅当存在 P1 > 0 , P2 >

0和反馈阵 K ,满足式 (13) ～ (16) 和 (19) ,其中 X

为白噪声输入下闭环系统 (12) 的稳态状态协方差.

则闭环系统满足由式 (7) ～ (10) 描述的期望频响特

征集.

为了应用 MA TL AB软件中 L MI工具箱 ,须将

上述定理中的双线性项作充分性替换.

定理 2[5 ] (充分性) 　若存在 P1 > 0 , P2 > 0和

反馈阵 K ,满足式 (14) 和 (16) ,且

Σ1 B K + P1

( B K + P1 ) T - I
< 0 , (18)

Σ2 B K + P2 P2 CT

( B K + P2 ) T - I 0

CP2 0 - γ2
g I

< 0 . (19)

其中

Σ1 =

( A - BC) P1 + P1 ( A - BC) T + B W B T -

B KM 1 - M T
1 KT B T + M T

1 M1 - P1 M2 -

M T
2 P1 + M T

2 M2 ,

Σ2 =

( A - BC) P2 + P2 ( A - BC) T + BB T -

B KM 1 - M T
1 KT B T + M T

1 M1 - P2 M3 -

M T
3 P2 + M T

3 M3 .

M1 , M2 和 M3 为任意矩阵. 则闭环系统满足由式

(7) , (9) 和 (10) 描述的期望频响特征集.

定理 3 (充分性) 　当存在 P1 > 0 , P3 > 0和反

馈阵 K ,满足

A c P1 + P1 A T
c + BB T < 0 ,

A c P3 + P3 A T
c + BB T > 0 ;

(20)

- CA c P3 A T
c CT + CB B T CT +ω2

g C P1 CT =

h < 0 . (21)

则式 (8) 得到满足.

证明 　式 (13) 有解 P1 > 0 ,保证了系统的稳定

性 ;式 (20) 有解 P3 > 0 ,保证了 P1 > X > P3 .其中

X 为白噪声输入下闭环系统 (12) 的稳态状态协方

差.如果 P1和 P3还使式 (21) 成立 ,则必有ωn >ωg .

□

应用 MA TLAB 软件仅能得到一组解. 应用定

理 2求解的 P1 , P2 和 K ,如果还满足定理 3的条件 ,

则问题便得到解决.若不满足定理 3 ,而相应的目标

函数又相容 ,则可能存在 P1 +δP1 , P2 +δP2 , P3 +

δP3 , K +δK ,使定理 2和定理 3的条件同时得到满

足 ,从而使问题有解.

定理 4 (充分性) 　若存在 P1 > 0 , P2 > 0和 K

满足定理 2的条件 ,范数很小的δP1 ,δP2 ,δP3 和δK

是下列方程的解 :

A c ( P1 +δP1 ) + ( P1 +δP1 ) A T
c +

BδKP1 + ( BδKP1 ) T + BB T < 0 ,

A c ( P3 +δP3 ) + ( P3 +δP3 ) A T
c +

BδKP3 + ( BδKP3 ) T + BB T > 0 ;

(22)

A c ( P2 +δP2 ) + ( P2 +

δP2 ) A T
c + BB T +

BδKP2 + ( BδKP2 ) T

( P2 +δP2 ) CT

C( P2 +δP2 ) 2 - γ2
g I

< 0 ;

(23)

C( P1 +δP1 ) CT ≤σ2g ; (24)

| eT
n ( A + B K + BδK) e1 | - m0 <ε,

| eT
n ( A + B K + BδK) e2 | - m1 <ε,

m2 < - eT
n ( A + B K + BδK) e3 < m3 .

(25)

且 P1 +δP1 > 0 , P2 +δP2 > 0 , P3 +δP3 > 0 , K +

δK满足定理 2和定理 3的条件.则 K +δK为满足全

部性能指标要求的反馈系数.

利用文献 [6 ] 提出的 Path2following 线性化方

法 ,即将 P和 K分别置换为 P +δP和 K +δK ,并略

去非线性的高阶项 ,即可方便地证明本定理.

6　求解控制策略的程序
　　Step1 : 定初值 :

置 P1 = P2 = P;

min P : P , K , s. t . (13) ～ (15) .

　　Step2 : 置控制参数 :

S = 0 , j = 1 , t = 0 , N (循环次数控制) ,ε(控制

计算精度的小正数) ;

δP1 = 0 ,δP2 = 0 ,δP3 = 0 ,δK = 0 .

　　Step3 : 迭代求解期望控制器参数 :

若 S ≥0 ,则转 Step4 ;

否则 ,验证 P1 +δP1 , P2 +δP2 , P3 +δP3和 K +

δK是否满足定理 2和定理 3的条件.

若满足 ,则 K +δK即为所求期望的反馈系数 ,

停止计算 ;

否则 ,转 Step5.

Step4 : 执行定理 2 :

置 M1 = ( B K) T , M2 = P1 , M3 = P2 ;

min S : P1 , P2 , K , s. t . (16) , (18) , (19) , (26) .

CP1 CT ≤σ2g + S . (26)

　　置 P3 = P1 ,转 Step3.

Step5 : 执行定理 4 :

min{t r ( P1 +δP1 ) } :δP1 ,δP2 ,δP3 ,δK;

s. t . (22) ～ (25) .

　　Step6 :

195
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　　　P1 +δP1 → P1 , P2 +δP2 → P2 ,

　　　P3 +δP3 → P3 , K +δK → K ,

j + 1 → j .

　　如果 j < N ,则转 Step3 ;

　　否则 ,停机.表明在 N次迭代之后 ,未能得到满

足期望频响特性的反馈系数.

7　计算实例
　这里以随动系统的设计为例来说明本文的设计

方法.在随动系统设计中 ,通常要求 d0 = 1 ,即误差

系数 c0 = 0 .

算例 1　考虑被控对象

G( s) =
s + 3

s (0 . 2s + 1) (0 . 5s + 1)
.

设计指标为

w g = 1 . 2 ,σ2g = 1 . 5 ,γg = 1 . 3 ,

c0 = 0 , | c1 | < 0 . 3 .

　　采用本文给出的控制器设计算法 ,取ε= 0 . 01 ,

可得

K = [0　1 . 064　 - 4 . 681 2 ].

闭环系统的极点为

{ - 10 . 100 5 , - 0 . 790 4 + 1 . 531 5i ,

- 0. 790 4 - 1. 531 5i} .

σ2y = 1 . 177 9 ,ωn = 2 . 490 4 , A max = 1 . 21 ,

c0 = 0 , c1 = 0 . 293 .

　　算例 2　考虑非最小相位系统

G( s) =
- s + 3

s (0 . 2s + 1) (0 . 5s + 1)
.

设计指标为

w g = 1 . 2 ,σ2g = 1 . 5 ,γg = 1 . 3 , c0 g = 0 .

　　采用本文给出的算法 ,可得

K = [0　 - 33 . 814 4　 - 12 . 852 2 ].

闭环系统的极点为

{ - 18 . 073 1 , - 0 . 889 6 + 0 . 932i ,

- 0 . 889 6 - 0 . 932i} .

σ2y = 0 . 542 3 ,ωn = 2 . 481 ,

A max = 1 . 3 , c0 = 0 .

　　由算例 1和算例 2 可以看出 ,本文方法对非最

小相位系统同样适用.

8　结　　语
　　本文通过把频域指标表示为 BMI不等式的形

式 ,研究了期望频响特征集下的状态反馈控制设计

问题.它使期望频响特征指标集同时得到满足 ,并通

过 MA TL AB的 L MI工具箱自动求解.矩阵不等式

联立后仍为矩阵不等式 ,故本方法可容纳更多的可

用矩阵不等式表示的系统性能指标 ,如时延、参数有

界摄动、区域极点等.从而使频率特性具有更丰富的

特征 ,使系统具有更好的性能.

需要指出的是 ,应用本文算法 ,如果有解则期望

指标集肯定相容 ;但文中没有证明算法的全局收敛

性 ,故无解并不能说明期望指标集肯定不相容.如何

进一步减小算法的保守性 ,是需要进一步研究的课

题.
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