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直觉模糊神经网络的函数逼近能力

雷英杰 , 路艳丽 , 李兆渊
(空军工程大学 导弹学院 , 陕西 三原 713800)

摘　要 : 运用直觉模糊集理论 ,建立了自适应神经2直觉模糊推理系统 (AN IFIS)的控制模型 ,并证明了该模型具有全

局逼近性质 .首先将 Zadeh模糊推理神经网络变为直觉模糊推理网络 ,建立一个多输入单输出的 T2S型 ANIFIS模

型 ; 然后设计了系统变量的属性函数和推理规则 ,确定了各层的输入输出计算关系 ,以及系统输出结果的合成计算

表达式 ;最后通过证明所建模型的输出结果计算式满足 Stone 2Weirst rass定理的 3个假设条件 ,完成了该模型的全

局逼近性证明.
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Abstract : A controlling model of an adaptive neuro2intuitionistic fuzzy inference system (ANIFIS) is const ructed by

utilizing intuitionistic fuzzy set s theory with the function approximation property of the model p roved. Zadeh fuzzy

inference neural net s are developed into intuitionistic fuzzy inference net s , and a model of AN IFIS in Takagi2Sugeno

type is established. The att ribute functions and the inference rules of the system variables are devised with

computational relations between the layers of input and output and a synthesized computational expression of system

output s ascertained. A successful p roof of global approximation property of the model is accomplished by testifying

that the computational expression of output result s of the founded model satisfies the three hypothetic conditions of

Stone 2Weirst rass theorem.
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1　引　　言
　　直觉模糊集 ( IFS) [123 ]是对 Zadeh模糊集的一种

扩充和发展 ,已在多属性决策、医疗图像处理、模式

识别、战场态势评估等领域得到成功的应用.理论分

析和实践表明 ,直觉模糊集理论在语义表述和推理

能力等方面都优于 Zadeh模糊集[3 ] .

直觉模糊推理神经网络是直觉模糊推理逻

辑[4 ,5 ]与人工神经网络相结合而产生的.其基本组

成单元为直觉模糊推理元 ,它将神经元解释为直觉

模糊推理规则 ,是模糊推理神经网络模型的进化形

式.

关于模糊推理神经网络的函数逼近能力的研

究 ,已取得一系列成果.文献 [ 6 ]证明了高斯逻辑系

统是通用逼近器. [ 7 ]证明了 Sugeno 型模糊控制器

是通用逼近控制器. [ 8 ]的研究表明 ,简单地将非模

糊神经网络使用扩张原理形成的模糊神经网络 ,不

具有原神经网络的逼近性质 ,而混合模糊神经网络

则可能成为通用逼近器.这一结果说明 ,当一种模糊

神经网络模型提出之后 ,不能简单地利用相应的非

模糊神经网络的性质来推断该模型的能力 ,必须加

以重新考察[9 ] .

为此 ,本文建立一种 Takagi2Sugeno 型直觉模

糊推理神经网络的控制计算模型 ,并从理论上探讨

了该模型的连续函数逼近能力.
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2　计算模型
　　将模糊推理神经网络进化为直觉模糊推理网

络[10 ] ,可得到典型的 T2S型直觉模糊神经网络.其

控制模型由 5层组成 ,分别为输入变量层、输入语言

层、推理规则层、输出语言层、输出变量层.该模型可

根据某种聚类方法对样本聚类 ,无需有关数据结构

的任何先验假设 ,仅从已知的输入输出数据中就能

自动划分输入输出空间、确定模糊规则的数目及每

条规则中前提和结论部分的初始参数.

为了生成一个能描述给定输入输出数据结构的

初始直觉模糊模型 ,在参数辨识中可构造一个 5 层

直觉模糊神经网络 ,与直觉模糊模型的推理机制相

匹配.通过训练网络即调整该模型的参数 ,使其具有

更高的精度[11 ] .该模型如图 1 所示 ,是一个具有多

输入单输出的 T2S型自适应神经2直觉模糊推理系
统 (AN IFIS)的控制模型 ,具有通用逼近的特性.

图 1　直觉模糊神经网络控制模型

在该模型中 ,推理规则层节点个数 m 可根据

C2means方法对样本聚类后得到 ,并可依据实际情

况调整参数值.

在输入语言层 ,隶属度函数采用
μij = exp ( - ( x i - m ij ) 2 /σ2ij ) ,

1 ≤ i ≤n , 1 ≤ j ≤m. (1)

为简单起见 ,令直觉指数π( x) = 0 ,则非隶属度函数

为
γij = 1 - exp ( - ( x i - m ij ) 2 /σ2ij ) ,

1 ≤ i ≤n , 1 ≤ j ≤m. (2)

其中μij ,γij , m ij ,σij 与输入语言层的各节点相对应.

该层从上到下与各节点相对应的输出 uij 的下标依

次表示为 : u11 , u12 , ⋯, u1 m ; u21 , u22 , ⋯, u2 m ; un1 , un2 ,

⋯, unm . m ij 和σij 的下标表示与 u ij 相同.

在推理规则层 ,各节点的输出分别为该节点所

有输入的代数乘积.最终的结果输出为

y = w1π1 + w2π2 + ⋯+ w mπm . (3)

式中

πi = u1 i ×u2 i ×⋯×uni = ∏
n

j = 1
uji ,

1 ≤ i ≤m.

　　输出语言层表示控制器的输出语言变量的语

言值.每个神经元节点表达一个隶属函数 ,每个输出

隶属函数是一个零阶或一阶 Sugeno线性函数.每个

神经元的输出为相应的隶属函数 ,输出函数 f =

f ( u4
i ) , 连接权重 w4

i = 1 , 故输出 a = f .规则形式

为

　　　L l : If x is X ix and r is R ir

and h is H ih and v is V iv

andθis B iθ and g is Gig

and q is Qiq ,

Then z l = cl
0 + cl

1 x + cl
2 r +

cl
3 h + cl

4 v + cl
5θ+

cl
6 g + cl

7 q;

i x = 1 ,2 , ⋯, N x , i r = 1 ,2 , ⋯, N r ,

ih = 1 ,2 , ⋯, N h , iθ = 1 ,2 , ⋯, Nθ ,

iv = 1 ,2 , ⋯, N v , ig = 1 ,2 , ⋯, N g ,

iq = 1 ,2 , ⋯, N q .

其中 : x , r , v ,θ, g , h , q 是输入语言变量 ; X ix , R ir ,

H ih ,V iv , B iθ , Gig , Qiq , S is 是前提部分语言项 ,分别为

〈x ,μX i
,γX i
〉, x ∈ X ;〈r ,μR i

,γR i
〉, r ∈R ;

〈h ,μH i
,γH i
〉, h ∈ H ;〈v ,μV i

,γV i
〉, v ∈V ;

〈θ,μB i
,γB i
〉,θ∈B ;〈g ,μGi

,γGi
〉, g ∈G;

〈q ,μQi
,γQi
〉, q ∈Q.

cl
k 为真值参数 , z l 为系统根据规则 L l 得到的输出 , l

= 1 ,2 , ⋯, M.即在 T2S规则中 ,其前件部分是模糊

的 ,而后件部分是确定的 ,即输出为各输入变量的线

性组合.

3　模型的函数逼近性

　　定理 1 ( Stone 2Weirst rass定理[6 ] ) 　设 Z为一

组定义在致密集 U 上的连续实函数的集合 ,如果 :

1) Z为一个代数 ,即集合 Z对于加法、乘法和数

乘运算是封闭的 ;

2) Z能离析 U 上的各点 ,即对于每个 x , y ∈U

< Rn ,若 x ≠ y ,则必然存在 f ∈ Z ,使得 f ( x) ≠

f ( y) ;

3) Z在 U 上任意一点不为 0 ,即对于每个 x ∈

U ,均存在 f ∈ Z ,使得 f ( x) ≠0 .

则 Z的一致封闭包包含了U上的所有连续实函

数 ,即 ( Z , d∞) 在 ( C[U ] , d∞) 上是致密的. 这里 ,

d∞ ( f 1 , f 2 ) = sup x∈U (| f 1 ( x) - f 2 ( x) | ) 是无穷大

范数 , ( Z , d∞) 是一个范畴空间 , C[U ] 是 U 上所有

连续函数的集合.

定理 1的证明过程参见文献[6 ].

设 Y 是由所有如式 (3) 所示的直觉模糊系统组
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成的集合 ,从而可用 Stone 2Weirst rass定理证明该

模型具有全局逼近性质.

首先证明 Y符合 Stone 2Weirst rass定理中给出

的 3个假设.

引理 1　( Y , d∞) 是一个代数.

证明 　设 f 1 , f 2 ∈Y ,其表达式分别为

f 1 ( x) = ∑
m1

i = 1
w1

i ∏
n

j = 1
u1

ji ( x j ) , (4)

f 2 ( x) = ∑
m2

i = 1
w2

i ∏
n

j = 1
u2

ji ( x j ) . (5)

于是有

f 1 ( x) f 2 ( x) =

∑
m1

i = 1

w1
i ∏

n

j = 1

u1
ji ( x j ) ∑

m2

i = 1

w2
i ∏

n

j = 1

u2
ji ( x j ) =

∑
m1

i1 = 1
∑
m2

i2 = 1

( w1
i1 w2

i2
) (∏

n

j = 1
u1

ji1
( x j ) u2

ji2
( x j ) ) . (6)

由于 u1
ji1

( x j ) 和 u2
ji2

( x j ) 均为高斯型 ,其乘积仍为高

斯型.所以式 (6) 的形式完全等同于式 (3) ,由此可

知 f 1 ( x) f 2 ( x) ∈Y .

对于任意的 c ∈R ,有

cf 1 ( x) = ∑
m1

i = 1

cw 1
i ∏

n

j = 1

u1
ji ( x j ) . (7)

显然 ,式 (7) 的形式完全等同于式 (3) ,因此 cf 1 ( x)

∈Y .

同理

f 1 ( x) + f 2 ( x) =

∑
m1

i = 1
w1

i ∏
n

j = 1
u1

ji ( x j ) + ∑
m2

i = 1
w2

i ∏
n

j = 1
u2

ji ( x j ) . (8)

易知 ,式 (8) 的形式完全等同于式 (3) ,即 f 1 ( x) +

f 2 ( x) ∈Y . □

引理 2　( Y , d∞) 能离析 U 上的点.

证明 　构造一个 f ,使 f 在给定条件下具有如

下性质 :对于任意给定的 x0 , y0 ∈U ,当 x0 ≠y0 时 ,

有 f ( x0 ) ≠f ( y0 ) .给定条件为 :已知定义在U和 R

上的 IFS的数目、高斯隶属度函数的参数、推理规则

的数目及规则表达式.

设 x0 = ( x0
1 , x0

2 , ⋯, x0
n) , y0 = ( y0

1 , y0
2 , ⋯, y0

n) .

当 x0
i ≠y0

i 时 ,在 U上的第 i个子空间定义两个 IFS

子集 ( A 1
i , u1

A i
) 和 ( A 2

i , u2
A i

) .其中 up
A i

( p = 1 , 2) 为其

隶属度函数和非隶属度函数的合成真值函数 ,设其

形式为

u1
A i

( x i ) = exp ( - ( x i - x0
i ) 2 / 2) ,

u2
A i

( x i ) = exp ( - ( x i - y0
i ) 2 / 2) .

(9)

如果 x0
i = y0

i ,则有 A 1
i = A 2

i ,且 u1
A i

= u2
A i

.即此时在

第 i个子空间上只定义了一个 IFS.在输出论域 R上

定义两个 IFS子集 ( B1 , u1
B ) 和 ( B2 , u2

B ) ,其中 up
B ( p

= 1 ,2) 为其隶属度函数和非隶属度函数的合成真

值函数 ,设其形式为

up
B ( w) = exp ( - ( w - w j )

2 / 2) ,

p = 1 ,2 , j = 1 ,2 . (10)

式中 w j 待定.为简单起见 ,设规则库中的规则数目

m = 2 .至此 ,除 w j ( j = 1 ,2) 以外 ,其余的设计参数

均已确定.即得到了形如式 (3) 所示的函数 f ,其中

m = 2 .其表达式为

f ( x0 ) = w1 + w2 ∏
n

i = 1
exp ( -

( x0
i - y0

i ) 2

2 ) ,

f ( y0 ) = w1 ∏
n

i = 1

exp ( -
( x0

i - y0
i ) 2

2 ) + w2 .

(11)

　　前面已设 x0 ≠y0 ,所以必然存在某些 i ,使得 x0
i

≠ y0
i .从而有

∏
n

i = 1

exp ( -
( x0

i - y0
i ) 2

2 ) ≠1 . (12)

当取 w1 = 0和 w2 = 3时 ,必然有 f ( x0 ) ≠ f ( y0 ) .

□

引理 3　( Y , d∞) 上所有点均不为 0 .

证明 　观察式 (3) ,只要简单地选取 w i > 0 ( i

= 1 ,2 , ⋯, m) 便可. 即 w i > 0所对应的任何 f 均可

作为所需的 f . □

定理 2　图 1所示的自适应神经 2直觉模糊推
理系统 (AN IFIS) 模型是一个全局逼近器.

证明 　由式 (3) 可知 , Y 是定义在致密集 U 上

的连续实函数.根据引理1 , ( Y , d∞) 是一个代数 ; 根

据引理 2 , ( Y , d∞) 能离析 U 上的点 ; 根据引理 3 ,

( Y , d∞) 上所有点均不为 0 . 最后根据定理 1

( Stone2Weirst rass定理) ,可以直接推出结论 :该模

型具有全局逼近性质. □

至此 ,已经证明了所建模型具有全局逼近性质.

应当指出 ,如果模型中的隶属度函数和非隶属

度函数不是高斯型的 ,则此结论仍然成立 ,其证明过

程类似.所以该模型具有广义全局逼近性质.

4　结 　　语
　　本文证明了直觉模糊神经网络模型具有全局逼

近性质.首先将模糊推理神经网络进化为直觉模糊

推理网络 ,建立了一个多输入单输出的 T2S 型

AN IFIS的控制模型 ;然后设计了系统变量的属性

函数和推理规则 ,确定了各层的输入输出计算关系 ,

以及系统输出结果的合成计算表达式 ;最后通过证

明所建模型的输出结果计算式满足 Stone2
Weirst rass定理的 3 个假设条件 ,完成了该模型的

全局逼近性证明.

直觉模糊神经网络的最大特点是将直觉模糊集
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与神经网络相结合.直觉模糊集具有隶属度、非隶属

度及导出的直觉指数这 3 个属性函数 ,呈现出天然

的负反馈性 ,因而其推理计算的精确度和稳定性显

著提高.直觉模糊神经网络不但具有全局一致逼近

性 ,而且规则符合度极高 ,推理精度几乎接近于理想

值 ,因而具有良好的应用前景.
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