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一种面向不平衡分类数据的核求解算法
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摘　要 : 对基于差别矩阵的核求解方法而言 ,差别矩阵的规模是直接影响核求解效率的关键因素.为此 ,针对不平衡

分类数据情况 ,提出一种基于多差别矩阵的核求解算法 .该算法先按决策属性值划分对象集 ,进而建立任意两个不同

对象集对应的差别矩阵 ,形成多差别矩阵 ,从而求出核.各差别矩阵因不平衡分类数据可有效降低其规模 ,提高核的

求解效率.理论分析和实验结果表明算法是有效可行的 .
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Abstract : For the method based on discernibility matrix for computing a core , reducing the size of discernibility matrix

is the key for improving the performance of computation of a core. Therefore , an algorithm ( AMDMC) based on

multi2discernibility matrix is int roduced to computation of a core for the case of unbalanced classification data. By the

decision att ribute’s value , the all object s are partitioned into some subset s. For any two different subset s , a sub2
discernibility matrix is created. Finally , the multi2discernibility matrix is obtained and a core is acquired. Each sub2
discernibility matrix holds a small space because of unbalanced classification data , so the AMDMC algorithm is in high

efficiency. Theoretical analysis and experiment result s show the effectiveness of the algorithm.
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1　引　　言
　　粗糙集 ( RS)是一种新的处理不精确、不完全与

不相容知识的数学理论[1 ] .近年来该理论在机器学

习及模式识别等多个领域得到了广泛的应用[2 ,3 ] ,

如 :利用求解的核可作为建立多变量决策树的依

据[3 ] .此外 ,核也是很多属性约简求解的关键步

骤[4 ] ,因而探索研究求解核的有效方法具有重要的

实用价值.

　　基于差别矩阵的求解核方法是 Hu[5 ]提出的一

种简便、有效的方法 ,但有其不完善的地方.为此 ,一

些有效的求解核方法先后被提出[629 ] (为方便 ,称文

献[ 7 ]算法为 Wang 算法 ,称文献 [ 8 ]算法为 Yang

算法) ,这些方法统一考虑一致和不一致情况下的核

求解 ,但未能针对决策表分类数据不平衡情况进行

差别矩阵改进.

　　针对决策表分类数据不平衡情况 ,本文提出一

种基于多差别矩阵的核求解算法.该算法先按决策

属性值划分对象集 ,进而对任意两个不同对象集建

立各个小规模的子差别矩阵 ,以此形成多差别矩阵 ,

然后求出核.多差别矩阵因各个子差别矩阵具有较

小规模 ,可有效提高核的求解效率.此外 ,本文的核

求解方法可有效用于分布式环境下的核求解 ,降低

数据通讯代价.

2　粗糙集概念
　　为节省篇幅 ,仅介绍与属性约简及核有关的一

些概念 ,关于粗糙集的其他概念可参见文献[2 ].
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　　决策表 D T (或信息系统) 是一个四元组〈U , Q ,

V , f〉.其中 :U 是一组对象的非空有限集合 ,称为论

域 ,设有 n个对象 ,则 U 可表示为 U = { x1 , x2 , ⋯,

x n} ; Q = ( C ∪D) 是属性集合 , C为条件属性集 , D

为决策属性集 ;V = ∪
a∈Q

V a ,V a为属性 a的值域集 ; f

是 U ×Q →V 的映射.

　　在决策表中 ,若一些数据具有相同的条件属性

值而具有不同的分类 ,则称这类数据是不一致的 ,否

则为一致的 ;若两个不同的对象 x 和 y 具有相同的

条件属性值而具有不同的分类 ,则称 x 和 y 为不一

致的 ,否则称 x和 y 为一致的.

　　为便于叙述 ,设条件属性集合 C中有 m个属性

C1 , C2 , ⋯, Cm ,其值域为有限离散集合 ,并用|·| 表

示集合的基. 不失一般性 ,假设仅有一个决策属性

D ,其取值范围是 1 ,2 , ⋯, k.由 D导出的等价类构成

U的一个划分{Ψ1 ,Ψ2 , ⋯,Ψk } ,其中Ψi = { x ∈U :

f ( x , D) = i} , i = 1 , ⋯, k.

　　定义 1[2 ] 设 X Α U为论域的一个子集 , P Α C,

X 的关于 P的下近似为

PX = { x ∈U :[ x ] p Α X} ,

其中

[ x ] p =

{ y | f ( x , a) = f ( y , a) , y ∈U , Πa ∈ p} .

　　定义 2[2 ] 　设 P Α C ,对划分{Ψ1 ,Ψ2 , ⋯,Ψk }

的 P2近似精度为

γP =
∑

k

i = 1

| PΨi |

| U |
.

　　定义 3[2 ] 　设 P Α C ,若γP =γC ,且不存在 R

< P ,使得γR =γC ,则称 P为 C的一个 (相对于决策

属性 D的) 属性约简 ,所有 C的属性约简的交称为 C

的核 ,记为 Core ( C) .

3　多差别矩阵及其求核算法
3 . 1　基于多差别矩阵的核求解算法

　　为有效地求解核 ,改进 Hu和 Wang方法的不

足 ,文献[9 ]在文献[8 ]的基础上 ,引入下面定义 :

　　定义 4[9 ] 　对给定的决策表D T ,定义差别矩阵

M1 = { m ij } 为

m ij =

{ a ∈C : f ( x i , a) ≠ f ( x j , a) } ,

　　f ( x i , D) ≠ f ( x j , D) ,

　　x i ∈U1 , x j ∈U1 ;

{ a ∈C : f ( x i , a) ≠ f ( x j , a) } ,

　　x i ∈U1 , x j ∈U2′;

Á , ot herwise .

(1)

其中

U1 = ∪
k

i = 1

CΨi ,U2 = U - U1 ,U2′= delrep (U2 ) .

函数 delrep (U2 ) 描述如下 :

　　Begin

　　　U2′= Á ;

　　　for 任意 x ∈U2 do

　　　　if 不存在 y ∈U2′使得 Πa ∈C , f ( x , a) =

f ( y , a) 且 f ( x , D) ≠ f ( y , D)

　　　　t hen U2′= U2′∪{ x} ;

　　　return U2′;

　　end.

　　由定义 4可见 , M1中同一决策分类的任意两个

对象对应的矩阵元素为空 ,对求解核不起作用. 这

样 ,对决策属性值的分布偏差较大的情况 , M1 中存

在大量无用的空元素.为有效地降低差别矩阵的规

模 ,本文引入多差别矩阵的概念.

　　定义5　对给定的决策表D T ,定义多差别矩阵

M2 = { M (U i ,U j ) | 1 ≤i ≠j ≤k} ,其中 M (U i ,U j )

= { m ( x , y) } (1 ≤ i ≠ j ≤k) 为

m ( x , y) =

{ a ∈C: f ( x , a) ≠ f ( y , a) } ,

　　x ∈U i , y ∈U j ;

Á , ot herwise .

(2)

U i = CΨi , i = 1 ,2 , ⋯, k ,

U k+1 = delrep (U - ∑
k

i = 1
U i) .

函数 delrep (U′) 描述如下 :

　　Begin

　　U k+1 = Á ;

　　for 任意 x ∈U′do

　　　if 不存在 y ∈U k+1 使得 Πa ∈C , f ( x , a) =

f ( y , a) 且 f ( x , D) ≠ f ( y , D)

　　t hen U k+1 = U k+1 ∪{ x} ;

　　ret urn U k+1 ;

　　end.

　　定理 1　对于决策表D T ,若记 IDM ( C , M2 ) =

{ m ( x , y) | m ( x , y) ∈M (U i ,U j ) ,1 ≤i ≠ j ≤k且

m ( x , y) 为单个属性 } , 则有 IDM ( C , M2 ) =

Core ( C) ,即当且仅当某个 m ( x , y) 为单个属性时 ,

该属性属于核 Core ( C) .

　　证明 　只要证明 IDM ( C , M2 ) = IDM ( C , M1 )

即可.因 IDM ( C , M2 ) Α IDM ( C , M1 ) ,显然 ,故仅证

IDM ( C , M1 ) Α IDM ( C , M2 ) 即可.

　　若{ a} ∈IDM ( C , M1 ) ,则存在 m ij ∈M1 ,即有

下列条件之一成立 :

356
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　　1) 存在 x i ∈∑
k

j = 1
U j , x j ∈∑

k

j = 1
U j 使得对任意 b

∈ ( C - { a} ) 有 f ( x i , b) = f ( x j , b) , f ( x i , a) ≠

f ( x j , a) 且 f ( x i , D) ≠ f ( x j , D) ;

　　2) 存在 x i ∈∑
k

j = 1
U j , x j ∈U k+1 使得对任意 b ∈

( C - { a} ) 有 f ( x i , b) = f ( x j , b) , f ( x i , a) ≠ f ( x j ,

a) .

　　容易证明条件 1) 和条件 2) 成立. □

　　实例1　表1为二值数据表 ,其中共有4个元素

和 4个属性 , C = { C1 , C2 , C3 }为条件属性集 , D为决

策属性.

表 1　二值数据

元素
属 　　性

C1 C2 C3 D

x1 1 0 1 0

x2 0 0 1 1

x3 0 0 1 0

x4 1 1 1 1

　　对实例 1 ,依据定义 5和定理 1可得U1 = { x1 } ,

U2 = { x4 } ,U3 = { x2 } ,相应的各个差别矩阵为

M (U1 ,U2 ) =
x4

x1 [{ C2 } ] ,

M (U1 ,U3 ) =
x2

x1 [{ C1 } ]
,

M (U2 ,U3 ) =
x2

x4 [{ C1 , C2 } ]
.

故可得 Core ( C) = { C1 , C2 } ,且多差别矩阵 M2 的矩

阵元素个数为 3 ,规模小于 Wang方法的 3行 3列矩

阵 ,也小于 Yang方法的 2行 3列矩阵 ,可有效降低

存储开销.

　　依据定义 5和定理 1 ,求解核的算法描述如下 :

　　算法 1　AMDMC (an algorit hm based on

multi2discernibility mat rix for comp utation of a

core) .

　　输入 :决策表 D T =〈U , C ∪D ,V , f〉;

　　输出 :多差别矩阵 M2 及相应的核 Core ( C) .

　　begin

　　1) 若决策属性 D有 k 个不同的取值 ,则可得

U i = CΨi , i = 1 ,2 , ⋯, k ,

U k+1 = delrep (U - ∑
k

i = 1

U i) ,

其中 U k+1 仅含不一致对象 ;

　　2) for i = 1 to k - 1 do

　　　　for j = i + 1 to k do

　　　　　生成 M (U i ,U j ) ;

　　3) 由定理 1得核 Core ( C) .

　　end.

　　定理 2　设

U i = Ci ,U k+1 = delrep (U - ∑
k

i = 1
U i) ,

i = 1 ,2 , ⋯, k ,

则由算法 1可得到正确的核.

　　定理 2由定理 1可证.

3 . 2　多差别矩阵的存储空间估计

　　对给定决策表D T ,若U i = CΨi , i = 1 ,2 , ⋯, k ,

U k+1 = delrep (U - ∑
k

i = 1
U i) .本文设 | U i | = ni , i = 1 ,

2 , ⋯, k + 1 ,并令 n1 + n2 + ⋯+ nk = N , n1 + n2 +

⋯+ nk+1 = N 1 ,则有如下性质成立 :

　　性质 1　对给定决策表D T ,算法 1得到的多差

别矩阵的空间复杂度为 O( ∑
1≤i < j≤k+1

ni n j ) .

　　性质 2　对给定决策表 D T ,若 D T是一致的 ,

则 N = N 1 , nk+1 = 0 ;若 D T 是不一致的 ,则 N <

N1 , nk+1 > 0 .

　　为有效估计算法 1的存储空间的上下界 ,本文

引入引理 1和引理 2 .

　　引理 1　若 x i ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, k ,且∑
k

i = 1
x i =

N ( N > 0) ,则 ∑
1≤i < j≤k

x i x j 取最小值 0的充分必要条

件是存在 xs (1 ≤s ≤k) 使得 xs = N , x t = 0 , t = 1 ,

2 , ⋯, s - 1 , s + 1 , ⋯, k.

　　证明 　易知 ∑
1≤i < j≤k

x i x j ≥0 ,故 ∑
1≤i < j≤k

x i x j = 0

当且仅当存在 xs (1 ≤s ≤k) 使得 xs = N , x t = 0 ,

(1 ≤ t ≤k且 t ≠s) . □

　　引理 2　若 x i ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, k ,且∑
k

i = 1
x i =

N ( N > 0) ,则 ∑
1≤i < j≤k

x i x j 取最大值 ( k - 1) N 2 / 2 k的

充分必要条件是 x i = N/ k , i = 1 ,2 , ⋯, k.

　　证明 　易知 ∑
1≤i < j≤k

x i x j ≥0 ,因此 ∑
1≤i < j≤k

x i x j取

最大值当且仅当 ( - ∑
1≤i < j≤k

x i x j ) 取最小值 ,即 N 2 +

2 ( - ∑
1≤i < j≤k

x i x j ) = ∑
k

i = 1

x2
i 取最小值.

　　令辅助函数 L ( x1 , ⋯, x k ) = ∑
k

i = 1

x2
i - λ( N -

∑
k

i = 1

x i) ,则由 5L/ 5 x i = 0 , i = 1 ,2 , ⋯k ,5L/ 5λ = 0 ,

得 x i = N/ k , i = 1 ,2 , ⋯, k. □

　　引理 3　若 x i ≥0 且为整数 , i = 1 ,2 , ⋯, k ,

456
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∑
k

i = 1
x i = N ( N为大于 0的整数) , x =

N
k

( [ ]为向

下取整) ,则存在惟一的 j (1 ≤j ≤k) 使得 j 3 x + ( k

- j) 3 ( x + 1) = N .

　　证明 　对给定 N和 k ,令 r为 N 除以 k的余数 ,

j = k - r ,则有 j 3 x + ( k - j) 3 ( x + 1) = N .惟一

性的证明是显然的. □

　　引理 4　若 x i ≥0 且为整数 , i = 1 ,2 , ⋯, k ,

∑
k

i = 1
x i = N ( N 为大于 0的整数) , x =

N
k

,则仅当

在 x i中取 j个 x , ( k - j) 个 ( x + 1) 时 , ∑
1≤i < j≤k

x i x j为

最大值 ,这里 j = k - r , r为 N 除以 k 的余数.

　　证明 　不妨设 x1 , x2 , ⋯, x j 均为 x ,而 x j +1 ,

x j +2 , ⋯, x k 均为 ( x + 1) , ∑
1≤i < j≤k

x i x j 值为 L 1 .

　　不失一般性 ,若令 x j = x - a( x ≥a > 0) , x j +1

= x + a + 1 ,改变 x j , x j +1后的 ∑
1≤i < j≤k

x i x j值为L 2 ,则

L 2 - L 1 = - a( ( j - 1) 3 x + a + 1) < 0 .

　　同理 ,可以证明任意改变 x i ( i = 1 ,2 , ⋯, k) 值 ,

均有 ∑
1≤i < j≤k

x i x j < L 1 ,而由引理 3可知 j惟一 ,故结

论成立. □

　　定理3　对给定决策表D T , 算法1得到的多差

别矩阵的空间复杂度 ∑
1≤i < j≤k+1

ni n j取最小值0的充分

必要条件是存在 U s (1 ≤s ≤k + 1) 使得 ns = N , nt

= 0 , t = 1 ,2 , ⋯, s - 1 , s + 1 , ⋯, k + 1 .

　　定理 3由引理 1可证.

　　定理4　对给定决策表D T , 算法1得到的多差

别矩阵的空间复杂度 ∑
1≤i < j≤k+1

ni n j 取近似最大值

k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1) 的充分必要条件是存在 s 个 n i 为

N 1

k + 1
, i = j t , t = 1 ,2 , ⋯, s ,且 1 ≤ j1 < j2 < ⋯

< j s , s ≤k + 1 ,其余的 nt 为
N 1

k + 1
+ 1 ,1 ≤t ≤k

+ 1 ,且 t ≠ j1 , t ≠ j2 , ⋯, t Κ j s ,其中 s = k - r , r

为 N 除以 k 的余数.

　　证明 　由引理 2可知 ,

∑
1≤i < j≤k+1

ni n j ≤ k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1)
. (3)

　　式 (3) 的等号成立条件为当且仅当 nj =
N 1

k + 1
,

j = 1 ,2 , ⋯, k + 1 .但 nj ( j = 1 ,2 , ⋯, k + 1) 只能取

大于等于 0的整数 ,因此当 N1 不能被 ( k + 1) 整除

时 ,式 (3) 的等号不成立 ,即 ∑
1≤i < j≤k+1

ni n j 的最大值为

k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1) . 由引理 4 , ∑
1≤i < j≤k+1

ni n j 近似达到最大

值 k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1)
当且仅当 nj ( j = 1 ,2 , ⋯, k + 1) 的取

值为 N 1

k + 1
或 N2

k + 1
+ 1 . 设 x =

N 1

k + 1
, R =

N 1

k + 1
,且 nj ( j = 1 ,2 , ⋯, k + 1) 中有 s个取值为 x ,

有 ( k + 1 - s) 个取值为 ( x + 1) ,则

∑
1≤i < j≤k+1

ni n j =

j ( j - 1) x2

2
+ j ( k + 1 - j) x ( x + 1) +

( k + 1 - j) ( k - j) ( x + 1) 2

2
.

　　若令 y = R - x ,则有

|
k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1)
- ∑

1≤i < j≤k+1
ni n j | =

|
( k + 1 - s) ( k - s)

2
-

k ( k + 1) y2

2 | =

|
( k + 1) y ( y - 1)

2 | ≤
( k + 1)

8
.

　　可见 ,当 k + 1 < 8时 , ∑
1≤i < j≤k+1

ni n j 可取得最大

值 k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1)
;当 k + 1 ≥8时 , ∑

1≤i < j≤k+1

ni n j 可近似

取得最大值 k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1)
. □

　　定理 3和定理 4给出了算法 1建立的多差别矩

阵的存储空间上下界.可以看出 ,给定决策表的决策

分类数据分布偏差越大 , AMDMC的空间复杂度越

低 ,效率越高.

3 . 3　复杂度分析

　　下面对 AMDMC算法的空间和时间复杂度进

行分析 ,并与 Wang算法和 Yang算法进行比较.

　　(1) 空间复杂度

　　由定理4可知 ,在最坏的情况下 , AMDMC的空

间复杂度为 O( k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1) ) ≈ O(
( N 1 ) 2

2 ) ;又因 N 1 -

N =
N 1

k + 1
,当 k值较大时 ,

N 1

k + 1
ν N ,故有

O( k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1) ) ≈ O(
( N 1 ) 2

2 ) ≈ O( N 3 N 1

2 ) .

　　无论决策表的决策分类数据分布如何 , Wang

算法的空间复杂度为 O( ( N 1 ) 2 ) , Yang算法的空间

复杂度为 O( N 3 N 1 ) .而由性质 1及 N和 N 1的值可

知 , AMDMC的空间复杂度低于 Yang算法 , 且当给

定决策表的决策分类数据分布偏差越大 , AMDMC

的空间复杂度越低.

　　(2) 时间复杂度
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　　对有 n个对象的决策表 , AMDMC中步骤 1的

时间复杂度为 O( nlogn) ,最坏情况下步骤 2的时间

复杂度为 O( k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1) ) ,这里 N1 < n ,故总的时间

复杂度为 O( nlogn +
k ( N 1 ) 2

2 ( k + 1) ) .

　　Wang算法的时间复杂度为 O( nlogn + ( N 1 ) 2 ) ,

Yang算法的时间复杂度为 O( nlogn + N 3 N1 ) . 可

见 , AMDMC的时间复杂度比Wang算法和 Yang算

法低 ,尤其是给定决策表的决策分类数据分布偏差

越大.但 AMDMC在进行数据划分时需要一定的代

价 ,因而当决策表的规模不大 ,或决策分类数据分布

偏差不大的情况下 ,可采用 Wang或 Yang算法.而

当决策表规模大 ,或决策分类数据分布偏差较大的

情况下 , 可选用 AMDMC. 因此 , 在实际应用中 ,

AMDMC是现有核求解算法的有效补充 ,用户可依

据决策表的规模和决策分类数据的分布情况 ,有效

地选择相应的核求解算法.

4　实验结果
　　为进一步验证算法的性能 ,应用 VB6. 0在内存

为 128 M ,CPU 为 PIII400 M HZ , 操作系统为

Windows 2000 Professional的DELL笔记本上实现

Wang算法、Yang算法和 AMDMC算法.利用 ht tp :

/ / www. ics. uci . edu/ 上所提供的蘑菇数据库来进

行实验 ,该数据库有 8 124条记录 ,记录蘑菇的 23种

属性 ,其中第 1列为决策属性 ,共 2 个决策分类.将

下载的蘑菇数据库看作决策表 D T ,并进行以下两

组实验 :1) 实验数据的选择如表 2 所示 ,实验结果

如图 1所示 ;2) 实验数据的选择如表 3所示 ,实验结

图 1　算法的执行时间(表 2数据)

图 2　算法执行时间(表 3数据)

表 2　第 1组实验数据

决策
表
总的对
象个数

总的属
性个数

U 1 U 2 U3

D T1 8 124 23 3 916 4 208 0

D T2 5 440 22 3 848 1 592 0

D T3 5 180 22 2 280 2 900 0

D T4 6 060 22 2 368 3 692 0

D T5 8 124 22 4 208 3 916 0

D T6 3 240 21 2 096 1 144 0

D T7 2 304 19 1 238 1 062 2

D T8 2 304 18 1 238 1 062 2

表 3　第 2组实验数据

决策
表
总的对
象个数

总的属
性个数

U 1 U 2 U3

D T1 8 000 23 1 000 1 000 3 000

D T2 8 000 23 1 800 200 3 000

D T3 8 000 23 2 000 0 3 000

D T4 8 000 23 2 000 2 000 2 000

D T5 8 000 23 2 900 1 100 2 000

D T6 8 000 23 3 000 3 000 1 000

D T7 8 000 23 3 300 2 700 1 000

D T8 8 000 23 3 400 3 400 600

　　注 :D T1 ～ D T8 由 D T生成 ,U1 ,U2 ,U3 同定义 5.

果如图 2所示.

　　由图 1可见 ,当决策表为一致的情况下 ,Wang

算法和 Yang算法的效率相当 ,而 AMDMC算法可

有效地降低差别矩阵的空间复杂度 ,使得求核效率

得到改进.

　　由图 2可见 ,在决策表总对象数不变的情况下 ,

不一致对象数目越多 ,Wang 算法、Yang 算法和

AMDMC算法的执行效率均得到改进. 总体上看 ,

Yang算法和 AMDMAC算法的性能优于 Wang算

法 ,这是因为 Wang算法的差别矩阵存储开销高.同

时 ,当不一致对象数目较多时 , Yang算法的性能略

优于 AMDMC算法.这是因为 Yang算法的差别矩

阵较小 ,几乎与 AMDMC算法的多判别矩阵相近 ,

而 AMDMC算法在按决策属性值进行划分时的开

销高于 Yang算法.但随着不一致对象数目的减少 ,

Yang算法的差别矩阵的存储代价变大 ,AMDMC算

法的性能优于 Yang算法.可见 ,AMDMC算法的运

行结果进一步验证了定理 4的结论.因此 ,在实际应

用中 ,用户可根据决策表的规模和数据对象的分布

特征选择相应的求解核算法 ,以便快速有效地求解

决策表的核.

5　结 　　语
　　本文提出一种基于多差别矩阵的核求解算法 ,

主要用于不平衡分类数据情况下的核求解 ,是现有

求解核算法的有效补充.下一步工作方向是将本文

算法推广到分布式环境. (下转第 662页)
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合的性质 ,而约简分析则正是体现了规则集合度量

的变化 ,从多角度综合描述了规则集合的性质 ,特别

是对于多知识库的决策融合 ,提供了具有整体性的

决策模型选择.基于模型集成的基本理论 ,将规则知

识库作为一个知识库模型 ,通过模型的集成实现决

策的融合 ,在模型一级实现了决策融合.
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