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动态分阶段蚁群算法及其收敛性分析
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摘　要 : 为了提高蚁群算法的收敛速度和求解精度 ,根据仿生优化算法在不同阶段的特点 ,提出一种改进的蚁群算

法.该算法对参数和选择策略进行了分阶段设计 ,而且参数的分阶段是根据寻优状态动态划分的.通过对蚁群系统马

尔科夫过程进行分析 ,证明了该算法的全局收敛性.针对典型的 TSP问题进行仿真对比实验 ,验证了该算法在速度

和精度方面优于传统蚁群算法.
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Abstract : According to the stage properties of bionic optimization algorithms , an improved ant colony algorithm is

proposed to enhance the speed and accuracy of the original algorithm. In the algorithm , parameters and selection

st rategy are specially designed in different optimizing stages which are marked referring to the current optimizing

states. It s global convergence is p roved by analyzing the Markov process of the ant colony system. The contrasting

experiment s to the typical t raveling sales problem prove that the proposed algorithm is advantageous over the

t raditional ant colony algorithms in speed and accuracy.
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1　引　　言

　　蚁群优化算法[1 ,2 ]是模拟自然界中真实蚁群的

觅食行为而形成的一种模拟进化算法 ,并在实际优

化应用中取得了一定的成功.但蚁群算法本身也存

在一些缺陷 ,如搜索时间较长、容易陷入局部最优解

等.

　　目前对蚁群算法的研究绝大多数着重算法改进

和应用 ,一般仅从实验的角度说明所提出的算法的

有效性 ,很少从理论上研究蚁群算法的优化性能 ,但

在理论研究方面也有成果出现. Gutjahr [3 ]分析了一

种基于图的蚁群算法的收敛性 ; St utzle等[4 ]分析了

最大最小蚁群算法的收敛性 ;石立宝等[5 ]分析了随

机摄动蚁群算法的收敛性.

　　本文在对蚁群算法中参数意义、选择策略及信

息素更新等进行研究的基础上 ,提出了一种动态分

阶段蚁群算法 (DSACA) ,并在文献[ 4 ]的基础上 ,证

明了 DSACA的全局收敛性.

2　DSACA算法及其收敛性分析
2 . 1　问题和符号约定

　　考虑最小优化问题 ( S , f ,Ω) , S为候选解集 , f

为目标函数 ,Ω为可行候选解的约束集 ,则最小优化

问题的目标是找到最优解 s 3 使得目标函数最小.

基于该优化问题 ,人工蚂蚁在全连接图 G上可通过

随机的方式构造候选解 G = ( C , L , T) ,其中 C为顶

点集 , L 为 C的全部连接集 , T为信息素集.当人工

蚂蚁在图 G上逐顶点行走时 ,要满足约束集Ω.

　　为了使算法描述和收敛性分析更清晰 ,现将其

中所用符号作统一说明 :ŝ为所得最优解 , s′为任意

可行解 , s 3 为全局最优解 , �X 为满足约束条件Ω的

可行解集 , d为阶段变量 ,αd 为 d阶段残余信息素重
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要度参数 ,ρd 为 d 阶段挥发参数 , D 为总阶段数 , m

为蚂蚁数 , N d为 d阶段的总迭代次数 , x k为已行走 k

步后的顶点集 , J ck 为第 k 步后的可行域 , q0 为选择

参数 , ck为第 k个顶点 , f d ( s 3 ) 为阶段 d的最优解的

适应函数 , f ( ŝ 3 ) 为全局最优估计解的适应函数 ,

g ( ŝ) 为 ŝ对应的信息素增量函数 , g ( s 3 ) 为 s 3 对应

的信息素增量函数 , N c 为顶点数 , n为序列最大长

度 ,τij ( t) 为迭代次数是 t 时边 ( i , j) 上的信息素 ,

τ3
ij ( t 3 ) 为迭代次数是 t 3 发现最优解时属于 s 3 的各

连接上的信息素 ,τ3
kl ( t 3 ) 为迭代次数是 t 3 发现最

优解时不属于 s 3 的各连接上的信息素 , p 3 ( t) 为迭

代次数是 t时发现最优解的概率 , pij ( t) 为迭代次数

是 t时从顶点 i 转移到顶点 j 的概率 , p̂ 3 ( t) 为迭代

次数是 t时发现最优解的概率下限 , p̂为找到可行解

的概率.

2. 2　DSACA算法描述

　　Step1　初始化

　　随机生成 s′,并且设 ŝ = s′, f 0 ( s 3 ) = f ( ŝ) .

Π ( i , j) ,令τ( i , j) =τ0 ,并初始化变量 d = 1 , N d =

0 .

For i = 1 : m

　　随机选择出发点 c1

　　则 x k =〈c1〉

当所有的蚂蚁选择完初始位置之后 , 初始化完成.

　　Step 2 　选择策略

　　对于每一只蚂蚁 ,进行如下过程的线路选择 :

While ( x k ∈ �X 且 x k | S)

　　设目前已完成了第 k步选择 ,故 x k更新为 x k =

〈c1 , c2 , ⋯, ck〉.

If d < D/ 2 ,则选择下一个节点 c的策略为

p ( ck+1 = c | T , x k ) =

{τ( ck , c) }
α

d

∑
y∈C, ( ck , y) ∈J ck

{τ( ck , y) }
α

d
, ( ck , c) ∈J ck

;

0 ,ot herwise .

(1)

Else

　　节点 c的选择策略为

c =

argmax
( ck , c) ∈J ck

{τ( ck , c) }
α

d , q ≤q0 ;

using (1) , otherwise .

(2)

End

　　若 x k+1 =〈c1 , c2 , ⋯, ck , y〉∈�X ,则〈ck , y〉属可

行域 J ck
;若 Πy , x k+1 | �X ,则 J ck

为空 ,此时迭代结

束.

　　Step3　信息素更新策略

Π ( i , j) ,τ( i , j) = (1 - ρd)τ( i , j)

If f ( st ) < f ( ŝ) t hen ŝ = st

Π ( i , j) ∈ŝ ,

τ( i , j) = max (τ( i , j) +ρd g ( ŝ) ,τmin )

　　g ( s) 满足

g :s →R+ , f ( s) < f ( s′) ] g ( s)〉g ( s′) .

　　Step4　参数更新策略

N d = N d + 1 .

If N d ≥Δt or

| f d ( s 3 ) - f d- 1 ( s 3 ) | ≥

( f ( ŝ 3 ) - f 0 ( s 3 ) ) / D ,

则 d = d + 1 ,αd →αd+1 ,ρd →ρd+1 ,其中Δt = tmax / D.

更新时 ,按

αd =α1 + ( d - 1) (αD - α1 ) / ( D - 1) ,

ρd =ρ1 + ( d - 1) (ρD - ρ1 ) / ( D - 1)

进行.

If d > D or t > tmax 则结束 Else转 Step2 .

　　从算法描述可以看出 , 本文算法是在

max2min[6 ] 算法基础上进行的改进 ,改进策略主要

在于 :1) 信息素增量 : g ( ŝ) →ρd g ( ŝ) ,即由固定增量

改为与对应阶段挥发度成比例的增量. 2) 参数由恒

定到分阶段设计 :α→αd ,ρ→ρd ,当前阶段根据算法

的求解情况和迭代次数共同决定.根据参数意义 ,随

着迭代次数的增加和阶段的刷新 ,α逐渐增大而ρ逐

渐减小. 3) 选择策略因计算阶段而不同 ,前面阶段

加大搜索的随机性 ,有利于搜寻更优解 ,后面阶段在

已经搜索到较优解的情况下 ,减小随机程度 ,使其逐

步收敛到全局最优解.这 3 方面的改进策略兼顾了

搜寻全局最优解和收敛速度.

2. 3　DSACA收敛性分析

　　引理 1[3 ] 　蚁群系统{τ( t) , s ( t) , f 3 ( t) } 为有

限齐次马尔科夫过程 ,其中 t = 1 ,2 , ⋯.

　　定理 1　对于任意τ( i , j) ,有lim
t→∞
τij ( t) ≤τmax .

　　证明 　对于边 ( i , j) ,设τij (0) =τ0 ,每次迭代

都能取到最大值ρd g ( ŝ) ,则经过 t次迭代后可计算

出当前能达到的最大值τmax
ij ( t) . 设当前迭代次数 t

处于第 d n 个阶段 ,则有

t = ∑
dn

d = 1
N d . (3)

当 d = 1时 ,有

τmax
ij (1) = (1 - ρ1 )τ0 +ρ1 g ( ŝ) . (4)

可推知

τmax
ij ( N 1 ) =

(1 - ρ1 ) N1τ0 +ρ1 g ( s 3 ) ∑
N1 - 1

i = 0

(1 - ρ1 ) i . (5)

686



第 6 期 邢桂华等 :动态分阶段蚁群算法及其收敛性分析 　 　 　

当处于第 dn 个阶段的迭代次数 t 时 ,有

　　τmax
ij ( t) =τmax

ij ( N 1 + ⋯+ N dn
) =

　　(1 - ρ1 ) N1 ·⋯·(1 - ρdn
) N dnτ0 +

　　ρ1 (1 - ρ2 ) N2 ·⋯·(1 -

　　ρdn
) N dn g ( s 3 ) ∑

N1 - 1

i = 0

(1 - ρ1 ) i + ⋯+

　　ρdn- 1
(1 - ρdn

) N dn g ( s 3 ) ∑
N dn- 1

- 1

i = 0

(1 - ρdn- 1
) i +

　　ρdn
g ( s 3 ) ∑

N dn
- 1

i = 0

(1 - ρdn
) i . (6)

其极限为

lim
t→∞
τmax

ij ( t) =τmax =

g ( s 3 ) (1 + ∑
dn

d = 2
∏
dn

i = d

(1 - ρi )
N i ) . (7)

故lim
t→∞
τij ( t) ≤τmax 得证. □

　　定理 2　对于 {τ( t) , s ( t) , f 3 ( t) } ( t = 1 ,2 ,

⋯) ,存在任意小的ε> 0和足够大的 t ,使得 p 3 ( t)

≥1 -ε成立 ,且收敛到lim
t→∞

p 3 ( t) = 1 , Π ( i , j) ∈s 3 ,

τ3
ij 收敛于τmax .

　　证明 　因为τmin ≤τij ( t) ≤τmax ,再由式 (1) 和

(2) 可知 , Π ( i , j , t) , p ij ( t) > 0 .考虑其最差情况 ,有

　　　　pij ( t) ≥ pmin =

　　　　
ταd

min

( N c - 1)ταd
max +ταd

min

≥
ταd

min

N cτ
α

d
max

. (8)

找到任一可行解 s′或最优解 ŝ的概率 p̂ ≥pn
min ,则找

到最优解的概率下限为[4 ]

p̂ 3 ( t) = 1 - (1 - p̂) t . (9)

　　由式 (3) 有

p̂ 3 ( t) ≥

1 - ∏
dn

d = 1
(1 -

1
N n

c
(
τmin

τmax
)

nαd )
N d = 1 - ∏

dn

d = 1
qd . (10)

从而有 p 3 ( t) ≥ p̂ 3 ( t) ≥1 -ε,则lim
t→∞

p 3 ( t) = 1成

立.当最优解找到后 ,由式 (2) 可知 ,τ3
ij ( t) 会收敛到

定理 1中的τmax . □

　　定理 3　若 t = t 3 时首次找到最优解 ,则存在

t0 ,满足

τij ( t) >τkl ( t) , Π ( i , j) ∈s 3 ,

Π ( k , l) ∈L ∧ ( k , l) | s 3 , Πt > t 3 + t0 .

　　证明 　假设发现最优解时为最差情况 ,即有

τ3
ij ( t 3 ) =τmin ,τkl ( t 3 ) =τmax .

　　设当 t = t 3 时 , d = d1 ;当 t = t 3 + t′时 , d =

dn .此时可推导出

　τij ( t 3 + t′) ≥

　g ( s 3 ) (1 + ∑
N dn

- d1 +1

d = 2
∏
dn

i = d1 + d- 1

(1 - ρi )
N i ) > g ( s 3 ) ,

(11)

　τkl ( t 3 + t′) =τmax ∏
dn

d = d1

(1 - ρd ) N d . (12)

　　随着 t的增大 ,存在 dn 使得

∏
dn

d = d1

(1 - ρd) N d <
τmin

τmax
.

设此时 t0 = t′,则τkl ( t 3 + t′) <τmin .因为 g ( s 3 ) >

τmin ,故存在 t0 ,使τij ( t 3 + t′) >τkl ( t 3 + t′) 成立 ,从

而定理 3得证. □

　　推论 1　当发现最优解时 ,对于τij ( t) , ( i , j) |
s 3 ,有lim

t→∞
τij ( t) =τmin ,且 t为有限值 t = t 3 + t0 时 ,

τij ( t) =τmin 成立.

　　证明 　

τij ( t) = max (τmin ,τmax ∏
dn

d = d1

(1 - ρd ) N d ) ,

当 t →∞,τmax ∏
dn

d = d1

(1 - ρd) N d →0 ,则有lim
t→∞
τij ( t) =

τmin .由于τij ( t) 单调递减 ,设达到τij ( t) =τmin时 t =

t 3 + t0 ,从而推论 1得证. □

3　实验结果
　　选择 Oliver30 ,在 Matlab6. 5中进行实验.实验

中找到的最优解如图 1 所示 ,其最佳路径长度随迭

代次数的变化过程如图 2中实线所示.

图 1　DSACA找到的最优解

图 2　DSACA与文献[ 6]算法的最佳路径变化过程比较

　　DSACA 在不同的参数下的结果如表 1 所示.

为了与改进前的算法相比较 ,在同样的参数条件下

786



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 22 卷

使用文献 [ 6 ]算法对 Oliver30 进行实验 ,其最优解

对应的最佳路径长度的变化过程如图 2 中虚线所

示.可以看出 DSACA 提高了求解的速度和精度.

DSACA 与基本蚁群算法的比较结果如表 2 所示 ,

可以看出 ,相对基本蚁群算法而言 ,本文算法的优势

更加明显.

表 1　DSACA在不同参数下的结果比较

α1 αD ρ1 ρD 最优解 20次平均值

1 . 0 1 . 50 0 . 9 0 . 5 425 . 910 2 433 . 513 9

1 . 0 1 . 50 0 . 7 0 . 3 433 . 780 3 431 . 521 8

0 . 9 0 . 98 0 . 7 0 . 3 426 . 425 4 431 . 259 2

0 . 9 0 . 98 0 . 9 0 . 5 424 . 869 3 427 . 655 8

表 2　DSACA与基本蚁群算法的比较

算法 最优解 迭代次数 20次平均值

ACS 427. 667 4 316 435. 365 7

AQS 435. 838 2 367 438. 231 7

DSACA 424. 869 3 22 427. 655 8

4　结　　语
　　仿生优化算法有明显的阶段特点 ,一般在进化

的前期增强其寻找更优解的能力 ,而在进化的后期

使其逐步收敛到最优解.在蚁群算法中 ,各个参数有

明确的意义 ,所以本文在不同的优化阶段对参数进

行分阶段设计 ,同时也对选择策略进行分阶段设计 ,

形成了动态分阶段的蚁群算法 ,且对该算法的全局

收敛性进行证明.针对典型的 Oliver30 进行实验 ,

实验中通过数据对比说明了本文算法的有效性.
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6　结　　语
　　针对 CAN网下的 NCS ,利用 CAN网的广播特

性 ,设计了一种基于网络用户层的动态闭环调度策

略 ,采用此调度策略的 NCS为一个变采样周期系

统.文中提出了变采样周期系统的建模与鲁棒控制

器的设计方法 ,最后通过仿真对所提出的调度策略

和控制方法进行了验证.仿真结果表明 ,动态闭环调

度策略具有良好的性能 ,所提出的变采样周期系统

的建模与控制方法是有效的 ,从而实现了 NCS中控

制与调度的综合设计 ,为 NCS的实际工程应用提供

了理论技术支持.
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