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一类不确定时滞系统的最优控制
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摘　要 : 对控制能量存在约束条件下一类不确定时滞系统的最优控制问题进行了研究.首先基于一类随机模型误差

的描述 ,定义了一个平均意义上的包含跟踪误差和控制能量在内的性能指标 ;然后通过谱分解极小化该性能指标 ,为

一类不确定时滞系统导出了一种最优的控制器设计方法 ,可以兼顾模型不确定性和控制能量约束.仿真研究进一步

说明了所提出方法的有效性.
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Abstract : Optimal control for a class of uncertain time2delay systems is investigated under control energy const raint .

Firstly , an average performance index containing t racking error and plant input energy over a class of stochastic model

errors is defined. Then , by utilizing spect ral factorization to minimize the performance index ,an optimal controller

design method for a class of uncertain time2delay systems is obtained , which is used to take simutaneous consideration

of plant uncertainty and control energy const raint . Simulation result s show the effectiveness of the method.
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1　引　　言
　　在实际工业过程控制系统中往往不同程度地存

在模型不确定性和时滞现象 ,因此对不确定和时滞

系统的研究一直受到人们的重视[1 ] .

　　文献[2 ,3 ]针对不同模型不确定性描述 ,给出了

相应的保证系统鲁棒稳定性和鲁棒性能的条件.文

献[ 4 ]研究了反馈机制可以处理的最大的模型不确

定性.受其所提问题的启发 ,文献 [ 5 ]应用随机嵌入

的思想描述模型不确定性 ,研究了线性反馈控制系

统的性能极限.文献[ 6 ]将 Smith预估器控制和内模

控制相结合 ,提出一种时滞系统的二自由度控制方

法.文献[ 7 ]通过有理逼近方法 ,对不稳定时滞过程

的干扰抑制问题推导出一种控制器参数的整定方

法.由于实际中输入被控对象的控制能量一定是有

限的 ,文献[ 8 ]研究了控制能量存在约束时的最优跟

踪和调节问题 ,但没有考虑不确定性对系统性能的

影响.

　　近年来 ,针对不确定时滞系统的控制问题得到

了越来越多的研究[9 ,10 ] .本文将最优的方法应用于

一类不确定时滞系统的最优控制问题 ,通过极小化

一个包含跟踪误差和控制能量的平均积分平方性能

指标 ,为控制能量存在约束时一类不确定时滞系统

的最优控制问题提供了一种实用的控制器设计方

法 ,可以兼顾模型摄动和控制能量约束 ,使系统具有

较优的控制性能.

2　模型误差描述
　　相对模型误差定义为

GΔ ( s) =
Gε( s)
Go ( s)

=
G( s) - Go ( s)

Go ( s)
, (1)

其中 Gε( s) , Go ( s) 和 G(s) 分别代表相加模型误差、

标称模型和实际被控对象.由于标称模型的表示精

度总在高频段变差 ,文献[5 ]通过分析 3类典型的情

况发现 | GΔ (jω) | 的大小有一个共同的边界 ,该边

界是一个常数项与一个随频率线性增大的项之和.
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应用随机嵌入的思想[11 ,12 ] 来描述这些特点 ,相对模

型误差可表示为

GΔ ( s) = G0
Δ + s G1

Δ . (2)

其中 G0
Δ和 G1

Δ是满足以下条件的独立的随机变量 :

E{ G0
Δ} = 0 , E{ G1

Δ} = 0 , (3)

E{ GΔ (jω) } = E{ G0
Δ + jωG1

Δ} = 0 , (4)

E{ | GΔ (jω) | 2 } =

E{ | G0
Δ | 2 } +ω2 E{ | G1

Δ | 2 } =

1/ a2 +ω2 / b2 . (5)

　　对于一类不确定时滞系统 , 其标称模型可由标

称最小相位项和标称时滞项表示为

Go ( s) = �Go ( s) e - sτo . (6)

　　实际的被控对象可根据未建模的直流增益和

时滞表示如下 :

G( s) = (1 + Ku) �Go ( s) e - s( Tu +τo)
. (7)

3　鲁棒重新设计
　　下面研究图 1所示的单位反馈控制系统.假设

G( s) 为开环稳定的不确定时滞对象 ,系统具有阶跃

参考输入 ,零初始状态且没有扰动.

图 1　单位反馈控制系统

　　在阶跃参考跟踪问题中 ,一个标准的假设是被

控对象在 s = 0没有零点 ;为了使控制能量为有限

值 ,另外一个假设是被控对象含有一个积分项[8 ] .这

样使标称闭环系统稳定的控制器可表示为

C( s) =
Qo ( s)

1 - Go ( s) Qo ( s)
, (8)

其中 Qo ( s) = sQ′o ( s) , Q′o ( s) 是一个稳定的严格正则

的传递函数.基于这一参数化 ,标称的敏感度函数可

表示为

To ( s) = Go ( s) Qo ( s) , (9)

S o ( s) = 1 - Go ( s) Qo ( s) , (10)

S u o ( s) = Qo ( s) . (11)

　　为了处理模型误差的影响 , 将 Qo ( s) 变为

Q1 ( s) .此时敏感度函数变为

S1 ( s) =
1 - Go ( s) Q1 ( s)

1 + Go ( s) GΔ ( s) Q1 ( s)
, (12)

S u1 ( s) =
Q1 ( s)

1 + Go ( s) GΔ ( s) Q1 ( s)
, (13)

其中 GΔ ( s) 是相对模型误差.

　　类似于相对模型误差的描述方法 ,将 Q1 ( s) 写

为以下形式 :

Q1 ( s) = Qo ( s) (1 + QΔ ( s) ) . (14)

将式 (14) 代入 (12) 和 (13) , 敏感度函数成为

S1 ( s) =
S o ( s) - To ( s) QΔ ( s)

1 + To ( s) (1 + QΔ ( s) ) GΔ ( s)
, (15)

S u1 ( s) =
Qo ( s) (1 + QΔ ( s) )

1 + To ( s) (1 + QΔ ( s) ) GΔ ( s)
. (16)

　　为使 QΔ ( s) 在 s = 0时为零 , 假设 QΔ ( s) 具有

以下形式 :

QΔ ( s) = s Q′Δ ( s) . (17)

　　由于控制能量约束和随机模型误差是同时存

在的 ,采用以下形式的平均性能指标 :

J
-

= E{ (1 -ε)∫
∞

0
e2 ( t) d t +ε∫

∞

0
u2 ( t) d t} , (18)

其中 0 ≤ε≤1用来作为目标跟踪和控制能量约束

的相对重要性的权重.应用 Parseval 定理并假设具

有互换积分和期望两操作符的规则性 ,性能指标可

写为

J
-

= (1 - ε) 1
2π∫
∞

- ∞

E{ | S1 (jω) | 2 }
ω2 dω+

ε 1
2π∫
∞

- ∞

E{ | S u1 (jω) | 2 }
ω2 dω. (19)

　　现在确定使式 (19) 最小化的 QΔ ( s) 的值.由于

闭环稳定性要求 | (1 + QΔ) GΔ | 小于 1 , 将 (1 +

QΔ) GΔ作泰勒级数展开 ,则 S1 ( s) 和 S u1 ( s) 成为

S1 ≈ S o - ToQΔ - S o T o (1 + QΔ) GΔ +

　 　T2
o (1 + QΔ) QΔGΔ , (20)

S u1 ≈ Qo + QoQΔ - Qo T o (1 + QΔ) GΔ -

　　Qo T o (1 + QΔ) QΔGΔ . (21)

　　以上两式中的最后一项大小都由 (1 + QΔ) , QΔ

和 GΔ的乘积决定.从文献 [5 ] 中的分析可知 , (1 +

QΔ) , QΔ和 GΔ的组合可确保以上两式中的最后一项

大小相对于其他各项都是很小的 ,这样可以进一步

把 S1 ( s) 和 S u1 ( s) 近似为

S1 ≈ ( S o - ToQΔ) - S o T o (1 + QΔ) GΔ , (22)

S u1 ≈ Qo (1 + QΔ) - Qo T o (1 + QΔ) GΔ . (23)

　　将式 (22) 和 (23) 代入 (19) 并运用相对模型误

差描述的特性 (4) 和 (5) ,平均性能指标可进一步写

为

J
-
≈ (1 -ε) 1

2π∫
∞

- ∞[
| S o - ToQΔ | 2

ω2 +

| S o | 2 | To | 2 | 1 + QΔ | 2 (ω2 +
b2

a2 )
b2ω2 ]dω+

ε 1
2π∫
∞

- ∞[
| Qo (1 + QΔ) | 2

ω2 +

| Qo | 2 | To | 2 | 1 + QΔ | 2 (ω2 +
b2

a2 )
b2ω2 ]dω.

(24)

916
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4　最小化性能指标
　　对被控对象的时滞部分作一阶 Padé近似处理

e - sτo ≈ (1 -
τo

2
s) / (1 +
τo

2
s) =

- s + c
s + c

= B T ( s) , (25)

其中 c = 2/τo .由于被控对象含有一个积分项 ,标称

模型可进一步写为

Go ( s) = �Go ( s) B T ( s) =
1
s

�Go ( s) B T ( s) . (26)

　　最优的标称控制器可写为

Qo ( s) =
s

�Go ( s) (βs + 1) n . (27)

其中 :β→0 , n为使 Q o ( s) 双正则的整数.

　　将 To ( s) ≈ B T ( s) , S o ( s) ≈ 1 - B T ( s) 和 Qo ( s)

代入式 (24) ,并利用 QΔ ( s) = s Q′Δ ( s) ,则 J
-
为

J
-

= (1 -ε) 1
2π∫
∞

- ∞[
| 2 - ( - jω+ c) Q′Δ | 2

| jω+ c | 2 +

4 | 1 + jωQ′Δ | 2 | jω+
b
a |

2

b2 | jω+ c | 2 ]dω+

ε 1
2π∫
∞

- ∞

| 1 + jωQ′Δ | 2 | jω+ b2 +
b2

a2 |
2

b2 | �Go (jω) | 2 | jωβ+ 1 | 2 n dω.

(28)

　　对上式完成平方运算后 ,发现 | Q′Δ (jω) | 2 的系

数项有一个谱分解 ,将其记为 H ,按照文献 [13 ] 的

方法 , J
-
可写为

J
-

=
1

2π∫
∞

- ∞[| Q′Δ (jω) H (jω) +
F(jω)

H ( - jω) |
2

+

D (jω) - |
F(jω)

H ( - jω) |
2

]dω. (29)

其中

F(jω) = (1 -ε)
- 2b2 (jω+ c) - 4 | jω+

b
a |

2
jω

b2 | jω+ c | 2 +

ε
- jω| jω+ b2 +

b2

a2 |
2

b2 | �Go (jω) | 2 | jωβ+ 1 | 2 n , (30)

D (jω) = (1 -ε)
4 ( b2 +| jω+

b
a |

2

)
b2 | jω+ c | 2 +

ε
| jω+ b2 +

b2

a2 |
2

b2 | �Go (jω) | 2 | jωβ+ 1 | 2 n . (31)

可见 ,式 (29) 的大小仅仅取决于其被积函数中的第

1项 ,所以 J
-
的最小化可以通过 Q′Δ ( s) 作以下取值来

实现 :

Q′Δ ( s) = -
1

H (s) {
F(s)

H ( - s) } stable part . (32)

这样便可获得最小的平均性能 ,而重新设计的最优

控制器可由式 (14) 和 (17) 得到.

　　因为敏感度函数同时描述了跟踪误差对参考

输入及系统输出对外部扰动的响应 , 而控制量对参

考输入和外部扰动的响应都由控制敏感度函数来表

达 ,所以在外部阶跃扰动的作用下系统将同样具有

较优的控制性能.

5　仿真研究
　　在图 1所示的控制系统中对以上控制方法进行

仿真研究.假设系统具有单位阶跃参考输入 ,零初始

状态且没有外部扰动.取一个具有以下标称模型的

被控对象 :

Go ( s) =
s + 0 . 1
s ( s + 5)

e - 2 . 5s , (33)

则 �Go ( s) 为

�Go ( s) =
s + 0 . 1

s + 5
, (34)

而最优的标称控制器为

Qo ( s) =
s( s + 5)

( s + 0 . 1) (βs + 1)
, (35)

其中β= 0 . 1 .考虑存在模型不确定性时的情形 ,假

设实际被控对象具有以下形式 :

G( s) = (1 + Ku)
( s + 0 . 1)
s ( s + 5)

e - s(2 . 5 + Tu
)

. (36)

其中 Ku和 T u为分别在区间[ - p1 , + p1 ]和[ - p2 ,

+ p2 ]均匀分布的独立随机变量 (取 p1 = 0 . 25 , p2

= 0 . 5) ,则有

E{ K2
u} =

1
2 p∫

p1

- p1

K2
u d Ku =

p2
1

3
, (37)

a = 3/ p1 = 6 . 928 2 , (38)

同理可得

b = 3/ p2 = 3 . 464 1 . (39)

将以上 a和 b的值代入式 (5) ,可得 E{ | GΔ (jω) | 2 }

的表达式 ,再对 Ku 和 T u 在各自范围内 100个不同

的取值计算对应于不同频率 | GΔ (jω) | 2 的平均值 ,

可以验证前者对后者给出了很好的预估.

　　将 a , b , �Go ( s) ,β= 0 . 1 , c = 0 . 8和ε的 3个不同

取值 0 ,1/ 3和 2/ 3代入式 (32) ,可以得到 3个相应的

最优 Q′Δ值 ,进而得到 3个不同的重新设计的最优控

制器 Q1 ( s) .

5 . 1　稳定鲁棒性

　　通过仿真 ,可以验证重新设计的控制器对于满

足条件的任一对 Ku和 T u所构成的任一被控对象都

具有良好的稳定鲁棒性.随机取如下一个摄动的被

控对象 :

Go ( s) =
1 . 243 8 ( s + 0 . 1)

s ( s + 5)
e - 2 . 854 6s , (40)

026
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对于每一个重新设计的控制器和该摄动被控对象所

组成的闭环控制系统 ,控制输入 u和系统输出 y 良

好的时间响应曲线分别如图 2和图 3所示.相反 ,由

于最优的标称控制器是根据标称模型设计用来获取

极限性能的 ,不能镇定该摄动对象.

图 2　控制输入 u的时间响应曲线

图 3　系统输出 y的时间响应曲线

5 . 2　最优平均性能

　　在区间[ - p1 , + p1 ]和[ - p2 , + p2 ]上分别均

匀地取 Ku 和 T u 的 102 个确定的数值 ,这样便可产

生 104 个摄动的被控对象.从时间 t = 0 s到 600 s ,

对每个摄动被控对象和最优控制器所构成的闭环系

统的跟踪误差 e( t) 和控制变量 u( t) 进行数字平方

积分 ,可以得到 3对最优的平均跟踪性能 �Pe和平均

控制能量 �Pu 的数值 ,如表 1所示.

表 1　对应于不同ε值的最优平均性能

性能 ε= 0 ε= 1/ 3 ε= 2/ 3

�Pe 3 . 014 9 13 . 580 8 31 . 366 4

�Pu 129 . 897 5 35 . 400 9 18 . 141 6

　　由式 (35) 表示的标称控制器只有一个调节参

数β,当β的取值大到一定程度时 ,标称控制器便可

镇定满足条件的任一摄动对象.此时针对每个β取

值采用相同的方法可以得到相应的一对 �P e和 �P u数

值 ,且随着β的增大 , �Pu 在减小 ,而 �Pe 在增大.

　　发现对于表 1中的任一对 �Pe 和 �P u 数值 ,当调

节β的值使得到的 �P e值与表 1中的 �Pe值相等时 ,得

到的 �Pu值要比表 1中相应的 �Pu值大 ;而当调节β的

值使得到的 �Pu 值与表 1中的数值 �Pu 相等时 ,得到

的 �Pe值要比表 1中相应的 �Pe值大.所以本文的设计

方法综合了被控对象摄动的频率变化特征 ,可使系

统以最少的控制能量获得最小的跟踪误差.

　　在实际控制系统设计过程中 ,可以根据模型摄

动的程度和系统对跟踪性能与控制能量的实际要求

选择合适的ε值 ,采用本文所提出的方法设计最优

的控制器.

6　结 　　语
　　本文探讨了控制能量存在约束时一类不确定时

滞系统的最优控制问题 ,定义了一个平均的包含跟

踪误差和控制能量在内的积分平方性能指标 ;然后

应用谱分解对它进行最小化 ,从而为一类不确定时

滞系统提供了一种最优的控制方法 ,可使系统具有

最优的控制性能 ,对于实际中不确定时滞控制系统

的设计具有一定的指导意义.
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1给出的方法求得使闭环系统全局稳定的控制器.

用定理 2中给出的方法可解得

P1 =
14 . 070 7 - 28 . 769 6

- 28 . 769 6 130 . 573 3
,

P2 =
7 . 119 0 21 . 212 5

21 . 212 5 108 . 634 2
,

α = 64 . 441 0 ,

F1 = F2 = [ - 123 . 352 6　39 . 613 2 ].

　　闭环系统的仿真如图 1所示.可见 , 用定理 2中

给出的方法可求出使闭环系统在平衡点 x = 0处稳

定的控制器.

图 1　起始点为[ 1　0. 5 ] T时闭环系统的状态响应

6　结 　　语
　　本文讨论了连续 T2S模糊系统的局部稳定性

及控制器设计问题.将文献 [ 10 ]在离散型模糊系统

中提出的一种非二次 L yap unov函数推广到连续型

模糊系统中 ,对隶属函数的结构进行分析 ,得到了基

于 L MI的局部稳定判别条件及控制器设计方法.

最后的数值例子验证了所提出方法的有效性.

参考文献( References)
[1 ] Takagi T , Sugeno M. Fuzzy identification of systems

and it s applications to modeling and control [J ] . IEEE

Trans on System Man , and Cybernetics , 1985 , 15 (1) :

1162132.

[2 ] Tanaka K , Sugeno M. Stability analysis and design of

fuzzy control systems [ J ] . Fuzzy Set s and Systems ,

1992 , 45 (2) : 1352156.

[3 ] Hao Y. An analytical study on st ructure , stability and

design of general nonlinear Takagi2Sugeno fuzzy control

systems[J ] . Automatica , 1998 , 34 (12) : 161721623.

[4 ] Liu X D , Zhang Q L . Approaches to quadratic stability

conditions and H∞ control designs for T2S fuzzy systems

[J ] . IEEE Trans on Fuzzy Systems , 2003 , 11 (3) : 12
10.

[5 ] Liu X D , Zhang Q L . New approaches to H∞ controller

designs based on fuzzy observers for T2S fuzzy systems

via L MI[J ] . Automatica , 2003 , 39 (9) : 157121582.

[6 ] Tanaka K , Hori T , Wang H O. A fuzzy Lyapunov

approach to fuzzy control system design [ C ] . Proc of

American Control Conf . Arlington , 2001 : 479024795.

[7 ] Tanaka K , Hori K , Wang H O. A multiple Lyapunov

function approach to stabilization of fuzzy control

systems[J ] . IEEE Trans on Fuzzy Systems , 2003 , 11

(4) : 5822589.

[8 ] Chadli M , Maquin D , Ragot J . Relaxed stability

conditions for Takagi2Sugeno fuzzy systems [ C ] . IEEE

Conf on Systems , Man and Cybernetics. Nashville ,

2000 : 351423519.

[9 ] 陈彭年 , 韩正之 , 张钟俊. 非线性控制系统镇定的若干

进展[J ] . 控制理论与应用 , 1995 , 12 (4) : 4012409.

(Chen P N , Han Z Z , Zhang Z J . Development on the

stability of nonlinear control systems [ J ] . Control

Theory and Applications , 1995 , 12 (4) : 4012409. )

[10 ] Thierry M G , Laurent V. L MI2based relaxed

nonquadratic stabilization conditions for nonlinear

systems in the Takagi2Sugeno’s form [J ] . Automatica

2004 , 40 (5) : 8232829.

[11 ] 段广仁. 线性系统理论[ M ] . 哈尔滨 : 哈尔滨工业大学

出版社 , 1996.

(Duan G R. Theory on linear systems [ M ]. Harbin :

Publication of Harbin Institute of Technology , 1996. )

　　(上接第 621页)

[10 ] 卢立磊 , 高立群 , 张嗣瀛. 结构不确定线性时滞系统的

鲁棒控制[J ] .自动化学报 , 1998 , 24 (3) : 3452349. (L u

L L , Gao L Q , Zhang S Y. Robust control for linear

time2delay systems with st ructured uncertainty [ J ] .

Acta Automatica Sinica , 1998 , 24 (3) : 3452349. )

[11 ] Goodwin G C , Salgado M E. A stochastic embedding

approach for quantifying uncertainty in the estimation of

rest ricted complexity models [ J ] . Int J Adaptive

Control Signal Processing , 1989 , 3 (4) : 3332356.

[12 ] Goodwin G C , Braslavsky J H , Serón M M. Non2
stationary stochastic embedding for t ransfer function

estimation [J ] . Automatica , 2002 , 38 (1) : 47262.

[13 ] Goodwin G C , Graebe S F , Salgado M E. Control

system design [ M ]. Upper Saddle River : Prentice2
Hall , 2002.

526


