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T2S模糊系统的局部稳定

周林娜 , 张庆灵 , 杨春雨
(东北大学 系统科学研究所 , 沈阳 110004)

摘　要 : 讨论了 T2S模糊系统的局部稳定性及控制器设计问题.给出连续 T2S模糊系统局部稳定的定义 ,利用非二

次 Lyapunov函数和线性矩阵不等式 (L MI)方法得到连续 T2S模糊系统局部稳定的充分条件 ,并给出了基于 L MI的

局部镇定控制器设计方法.该方法不同于已有的全局稳定控制器设计方法 , 为判别模糊系统的稳定提供了新的选

择. 最后通过数值算例演示了控制器的设计方法 ,并证明了该方法的可行性.
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Abstract : The local stability of T2S fuzzy systems is discussed. The concept of local stability for continues T2S fuzzy

systems is given. By using non2quadratic Lyapunov function and linear matrix inequality approach , a sufficient

condition for the local stability of T2S fuzzy systems is derived and a L MI based on fuzzy controller design method is

given. The proposed method is different f rom the global stability controller design method , which provides a new

choice for the stability of continues T2S fuzzy systems. Finally , a numerical example illust rates the design method and

shows the feasibility of the method.
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1　引　　言
　　T2S模糊系统自提出以来就引起了国内外控制

领域的普遍重视 ,许多学者对 T2S模糊系统的稳定

性进行了研究 ,并得到了很多关于系统稳定性的优

秀结果[128 ] .然而 ,这些结果大部分都是 T2S模糊系

统全局稳定的充分性条件 ,目前关于 T2S模糊系统

局部稳定的结果还不多见[3 ] .事实上 ,局部稳定性是

非线性系统的重要性质 ,并且同全局稳定性一样都

是不可替代的.由于模糊系统本质上是非线性系统 ,

局部稳定性对模糊系统同样有重要意义.需要指出

的是 ,局部稳定不是指系统只在平衡点稳定 ,而是指

系统在平衡点附近的一个区域内稳定 ,对于一些系

统 ,该区域可能已经涵盖了系统变量实际的变化范

围[9 ] .因此 ,对于 T2S模糊系统的局部稳定性研究

是有实际价值的.

　　综上所述 , 本文将讨论连续 T2S模糊系统的局

部稳定性及控制器设计问题.首先 ,给出连续 T2S

模糊系统的局部稳定概念 ;然后 ,将文献[ 10 ]在离散

型模糊系统中提出的一种非二次 L yap unov函数推

广到连续型模糊系统中 ,对隶属函数的结构进行分

析 ,得到基于 L MI的局部稳定判别条件和控制器设

计方法 ;最后 ,通过数值算例验证方法的有效性.不

失一般性 , 文中假设 x = 0是系统的平衡点[3 ] ,并假

设系统的前件变量为状态向量.

2　T2S模糊系统
　　考虑如下 T2S模糊系统 :

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1
hi ( x) ( A i x ( t) + B i u ( t) ) , (1)

其中∑
r

i = 1

hi ( x) = 1 ,0 ≤hi ( x) ≤1 , i = 1 ,2 , ⋯, r.系

统 (1) 的自治系统为

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1
hi ( x) A i x ( t) . (2)
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　　在文献[11 ]的基础上给出 T2S模糊系统全局

稳定和局部稳定的定义.

　　定义 1　系统 (2) 是全局渐近稳定的 , 如果存

在函数 V ( x) : Rn →R , 满足 :

　　1) V ( x) 在 Rn 上是正定的 ;

　　2) V
·

( x) < 0对于一切 x ≠0 , x ∈Rn 成立.

　　定义2　系统 (2) 的平衡点 x = 0是稳定的 , 如

果存在 x = 0的一个邻域 U 和函数 V ( x) :U →R ,

满足 :

　　1) V ( x) 在 U 上是正定的 ;

　　2) V
·

( x) < 0对于一切 x ≠0 , x ∈U 成立.

　　Tanaka等[2 ] 给出了 T2S模糊系统全局稳定的

条件 ,此后不断有学者对其进行了放松[428 ] . 其中 ,

文献 [4 ] 通过充分考虑模糊系统各子系统间的关

系 ,给出了保守性较小的二次稳定条件.

　　引理 1[4 ] 　如果存在矩阵 M i ( i = 1 ,2 , ⋯, r) ,

Z , Y ij ,其中 : Z是正定对称矩阵 , Y ii ( i = 1 ,2 , ⋯, r)

是对称矩阵 , Y ji = Y T
ij ( i < j = 1 ,2 , ⋯, r) 满足以下

的 L MIs :

ZA T
i + M T

i B T
i + A i Z + B i M i < Y ii ,

ZA T
i + M T

j B T
i + A i Z + B i M j + ZA T

j +

M T
i B T

j + A j Z + B j M i ≤Y ij + Y T
ij ,

[ Y ij ] r×r < 0 ,

则 PDC控制器 u( t) = ∑
r

i = 1
hi ( x) Fi x ( t) 可使系统 (1)

二次稳定 , 其中 Fi = M i Z - 1 .

3　T2S模糊系统的局部稳定
　　首先 ,给出稳定性证明中将用到的一个引理.

　　引理 2　对于系统 (2) 的状态变量 x ( t) 和矩阵

Q( x) = ∑
m

i = 1
l i ( x) Qi , 其中 l i ( x) 是向量 x的函数 , Qi

∈Rn×n .假设max
i

( sup
x∈Rn‖

5 l i ( x ( t) )
5 x ( t) ‖)存在 ,则下面的

不等式成立 :

yT ( t) Q
·

( x) y ( t) ≤

ηl�λM ( A i ) ∑
m

j = 1

λM ( Q j ) ‖y ( t) ‖2 ‖x ( t) ‖.

其中 :‖·‖表示向量或矩阵的二范数 ,

ηl = max
i

( sup
x∈Rn‖

5 l i ( x ( t) )
5 x ( t) ‖) ,

λM ( Qi ) 表示矩阵 Qi 的最大奇异值且 �λM ( A i ) =

max
i

(λM ( A i ) ) .

　　证明

y T ( t) Q
·

( x) y ( t) = ∑
m

i = 1
yT ( t) ( 5 l i ( x)

5 x
Ûx ( t) ) Qi y ( t) =

∑
r

i = 1
∑
m

j = 1
yT ( t) ( hi ( x)

5 l j ( x)
5 x

A i x ( t) ) Q j y ( t) ≤

‖∑
r

i = 1
∑
m

j = 1
( hi ( x)

5 l j ( x)
5 x

A i x ( t) ) Q j ‖‖y ( t) ‖2 ≤

∑
r

i = 1

ηl h i ( x) ‖A i ‖‖∑
m

j = 1

Q j ‖‖y ( t) ‖2 ‖x ( t) ‖≤

ηl�λM ( A i )λM (∑
m

j = 1
Q j ) ‖y ( t) ‖2 ‖x ( t) ‖. □

　　文献[10 ]提出了一种非二次 L yap unov函数 ,

研究离散型模糊系统的全局稳定性分析问题 ,大大

降低了保守性.在这种思想的启发下 ,本文给出如下

非二次 Lyap unov函数 :

V ( x) = x T ( t) P( x) - 1 x ( t) , (3)

其中 P( x) = ∑
r

i = 1
hi ( x) Pi , Pi = PT

i > 0 .

　　虽然与文献 [10 ] 中的 L yap unov 函数形式相

似 ,但在连续系统情况下 ,稳定性分析过程中需要对

L yap unov函数求导 ,比离散系统情况下复杂 , 而且

处理方法也不同.引理 2是解决这个问题的关键 ,在

以下定理的推导中起到重要作用.

　　定理 1　如果存在矩阵 Pi = PT
i > 0 , i = 1 ,2 ,

⋯, r , Y ji = Y T
ij ( i ≤ j = 1 ,2 , ⋯, r) 和常数α> 0 ,满

足以下的 L MIs :

Pi A
T
i + A i P i < Y ii ,

Pj A
T
i + A i P j + Pi A

T
j + A j P i ≤Y ij + Y T

ij ,

[ Y ij ] r×r < - αI ,

则系统 (2) 的平衡点 x = 0稳定 , 且

U = ( x | ‖x ( t) ‖≤
α

rη( - h) �λM ( A i )λM (∑
r

k = 1

Pk)
) ,

其中η( - h) = max
i

( sup
x∈Rn‖

5 ( - hi ( x ( t) ) )
5 x ( t) ‖) .

　　证明 　由 Pi > 0和 hi ( x) ≥0可得 P( x) > 0 ,

因此 P( x) - 1 > 0 .设 P( x) - 1 = M ( x) ,则有

P( x) M ( x) = I. (4)

　　对式 (4) 两边求导可得

P
·

( x) M ( x) + P( x) M
·

( x) = 0 ,

因此有

M
·

( x) = - P( x) - 1 P
·

( x) P( x) - 1 .

　　对式 (3) 给出的 Lyap unov函数求导 ,即

V
·

( x) =

Ûx T ( t) P( x) - 1 x ( t) + x T ( t) P( x) - 1 Ûx ( t) +

x T ( t) ÛM ( x) x ( t) =

∑
r

i = 1
h2

i ( x) x T (t) P( x) - 1 ( Pi A
T
i + A i P i ) P( x) - 1 +

∑
r

i = 1
∑

r

i < j

h i ( x) hj ( x) x T ( t) P( x) - 1 ( Pj A
T
i +

326
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A i P j + Pi A
T
j + A j P i ) P( x) - 1 x ( t) +

x T ( t) P( x) - 1 ( - ÛP( x) ) P( x) - 1 x ( t) <

h1 ( x) P( x) - 1 x ( t)

…

hr ( x) P( x) - 1 x ( t)

T
Y11 ⋯ Y1 r

… ω …
Y r1 ⋯ Y rr

×

h1 ( x) P( x) - 1 x ( t)

…

hr ( x) P( x) - 1 x ( t)

+

η( - h) �λM ( A i )λM (∑
r

i = 1
Pk) ×

‖x ( t) ‖‖P( x) - 1 x ( t) ‖2 ≤

η( - h) �λM ( A i )λM (∑
r

k = 1
Pk) ×

‖x ( t) ‖‖P( x) - 1 x ( t) ‖2 -

α
r
‖P( x) - 1 x ( t) ‖2 .

因此 ,当 x ( t) ∈U 时 V
·

( x) < 0 . □

4　T2S模糊系统的局部镇定
　　下面给出基于 L MI的非 PDC控制器设计方

法 ,使闭环系统在平衡点 x = 0处稳定.考虑如下形

式的模糊控制器 :

u( t) = ∑
r

i = 1
hi ( x) Fi (∑

r

j = 1
hj ( x) Pj )

- 1
x ( t) . (5)

当 Pi = P( i = 1 ,2 , ⋯, r) 时 , 式 (5) 是 PDC控制器 ,

在这个控制器作用下的闭环系统为

Ûx ( t) = ∑
r

i = 1
∑

r

j = 1

hi ( x) hj ( x) ( A i +

B i F j ) (∑
r

k = 1
hk ( x) Pk)

- 1
x ( t) . (6)

　　用这种形式的 L yap unov函数和控制器分析闭

环系统的局部稳定性的好处在于 ,可以保证结果是

L MI形式的 ,并且结构简单 ,在应用中容易实现.

　　下面给出闭环系统 (6) 的稳定条件.

　　定理2　如果存在矩阵 Pi = PT
i > 0 , Fi ( i = 1 ,

2 , ⋯, r) , H jik = HT
ij k ( i ≤ j = 1 ,2 , ⋯, r , k = 1 ,2 ,

⋯, r) 和常数α > 0 , 满足以下的 L MIs :

Pi A
T
i + A i P i + B i F k + FT

k B T
i < H iik , (7)

Pj A
T
i + A i P j + B i F k + FT

k B T
i + Pi A

T
j +

A j P i + B j F k + FT
k B T

j ≤ H ij k + HT
ij k , (8)

H11 k ⋯ H1 rk

… ω …
H r1 k ⋯ H rrk

< - αI , k = 1 ,2 , ⋯, r. (9)

那么式 (5) 给出的控制器使闭环系统 (6) 的平衡点 x

= 0稳定 ,且

U = ( x | ‖x‖≤
αλm ( Pj )

rη( - h) �λM ( Gij k )λM (∑
r

k = 1

Pk)
) .

其中 : Gij k = A i P j + B i F k ,λm = min
i
λm ( Pi ) ,λm ( Pi )

表示 Pi 的最小特征值.

　　证明 　对式 (3) 给出的 L yap unov函数求导并

根据式 (7) ～ (9) 和引理 2得

V
·

( x) =

∑
r

k = 1
∑

r

i = 1
hk ( x) h2

i ( x) x T ( t) P( x) - 1 ( Pi A
T
i +

FT
k B T

i + A i P i + B i F k ) P( x) - 1 x ( t) +

∑
r

k = 1
∑

r

i = 1
∑

r

i < j

h k ( x) hi ( x) hj ( x) x T ( t) P( x) - 1 ( Pj A
T
i +

A i P j + B i F k + FT
k B T

i + Pi A
T
j + A j P i +

B j F k + FT
k B T

j ) P( x) - 1 x ( t) +

x T ( t) P( x) - 1 ( - P
·

( x) ) P( x) - 1 x ( t) <

∑
r

k = 1
∑

r

i = 1
∑

r

j = 1
hk ( x) hi ( x) hj ( x) x T ( t) P( x) - 1 H ij k ×

P( x) - 1 x ( t) +η( - h) �λM ( A i + B i F k P ( x) - 1 ) ×

λM (∑
r

k = 1
Pk) ‖x ( t) ‖‖P( x) - 1 x ( t) ‖2 ≤

∑
r

k = 1

hk ( x)

h1 ( x) P( x) - 1 x ( t)

…

hr ( x) P( x) - 1 x ( t)

T

×

H11 k ⋯ H1 rk

… ω …
H r1 k ⋯ H rrk

h1 ( x) P( x) - 1 x ( t)

…

hr ( x) P( x) - 1 x ( t)

+

η( - h)

λm ( Pj )
�λM ( Gij k )λM (∑

r

k = 1
Pk) ×

‖x ( t) ‖‖P( x) - 1 x ( t) ‖2 ≤

-
α
r
‖P( x) - 1 x ( t) ‖2 +

η( - h)

λm ( Pj )
�λM ( Gij k ) ×

λM (∑
r

k = 1

Pk) ‖x ( t) ‖‖P( x) - 1 x ( t) ‖2 .

因此 , 当 x ( t) ∈U 时 V
·

( x) < 0 . □

5　数值例子
　　考虑规则数为 2的一个 T2S模糊系统 ,取

h1 ( x) =
1 + sin x1 ( t)

2
, h2 ( x) = 1 - h1 ( x) ,

A 1 =
3 0

5 0
, A 2 =

3 - 2

5 - 1
,

B1 =
2

- 1
, B2 =

0

- 1
.

　　将 A 1 , A 2 , B1 , B2代入引理 1 的 L MI 中 , 用

Matlab求解得不存在满足条件的解 ,即无法用引理

426
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1给出的方法求得使闭环系统全局稳定的控制器.

用定理 2中给出的方法可解得

P1 =
14 . 070 7 - 28 . 769 6

- 28 . 769 6 130 . 573 3
,

P2 =
7 . 119 0 21 . 212 5

21 . 212 5 108 . 634 2
,

α = 64 . 441 0 ,

F1 = F2 = [ - 123 . 352 6　39 . 613 2 ].

　　闭环系统的仿真如图 1所示.可见 , 用定理 2中

给出的方法可求出使闭环系统在平衡点 x = 0处稳

定的控制器.

图 1　起始点为[ 1　0. 5 ] T时闭环系统的状态响应

6　结 　　语
　　本文讨论了连续 T2S模糊系统的局部稳定性

及控制器设计问题.将文献 [ 10 ]在离散型模糊系统

中提出的一种非二次 L yap unov函数推广到连续型

模糊系统中 ,对隶属函数的结构进行分析 ,得到了基

于 L MI的局部稳定判别条件及控制器设计方法.

最后的数值例子验证了所提出方法的有效性.
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