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平面倒立摆自适应滑模模糊控制

段学超 , 仇原鹰 , 段宝岩
(西安电子科技大学 机电工程学院 , 西安 710071)

摘　要 : 采用拉格朗日方程建立平面倒立摆的动力学模型 ,并将其在平衡位置进行线性化 ,得到了系统在 X和 Y 两

个正交控制方向解耦的近似模型.针对每一个控制方向上由互相耦合的基座小车定位子系统和摆杆镇定子系统组成

的欠驱动系统 ,设计了自适应滑模模糊控制器 ,实现了基座小车沿圆周行走条件下摆杆的运动平衡控制.行走实验验

证了所提出控制算法的有效性.
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Adaptive sl iding mode fuzzy control of planar inverted pendulum
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Abstract : A dynamical model of the planar inverted pendulum is developed by using Lagrange equations. By the

linearization of the model at it s equilibrium yields , the decoupled linear systems of the inverted pendulum in two

perpendicular control directions are obtained. Both of the two systems consist of two coupled subsystems including

positioning subsystem of the base cart and balancing system of the pole. For each direction , the adaptive sliding mode

fuzzy control approach is developed. Finally , the circular motion of the base cart is implemented and the pole is kept

balance. A motion experiment shows the effectiveness of the adaptive sliding mode fuzzy control st rategy.
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1　引　　言
　　倒立摆是一类典型的不稳定、非线性、高阶次、

欠驱动耦合系统.对倒立摆的控制涉及到控制科学

中处理复杂对象的关键技术 ,因而倒立摆已成为公

认的自动控制理论的典型实验设备[1 ,2 ] .按照基座

的运动形式分类 ,倒立摆主要有直线型、旋转型 (环

形)和平面型 3大类.目前 ,直线型倒立摆以结构相

对简单、形象直观、构件参数易于改变和价格低廉等

优点 ,已广泛应用于教学实验.虽然旋转型倒立摆的

基座运动形式与直线倒立摆有所差异 ,但二者相同

之处是基座仅有一个自由度 ,从而人们借鉴较为成

熟的直线倒立摆的研究经验 ,产生了大量的理论成

果[3 ] .

平面倒立摆是上述 3类倒立摆系统中最为复杂

的一类 ,这是因为平面倒立摆的基座可以在平面内

自由运动 ,具有 2个自由度.平面倒立摆不仅在基座

平面内的 2个正交控制方向存在耦合作用 ,而且在

每个控制方向上的摆杆镇定和小车定位也存在耦

合.另外 ,平面倒立摆的摆杆可以沿平面内的任一轴

线转动 ,而角度的测量仅采用 2 个一维旋转编码器

代替二维测量设备 ,所以其控制难度大大增加.平面

倒立摆更加突出的非线性、耦合性、多变量特点 ,使

其控制的实现更具挑战性.

本文以固高 GPIP2002型平面倒立摆为研究对

象 ,采用拉格朗日方程建立了平面倒立摆的数学模

型.将其在平衡位置进行线性化 ,得到了 2 个在 X

和 Y方向解耦、各具有 2 个二阶子系统的 4阶欠驱

动系统.针对 X 方向的每一个子系统设计了滑模

面 ,根据滑模面斜率和各系统控制对系统动态性能

的影响 ,分别采用模糊推理 ,根据系统状态实时调整

滑模面的斜率和各子系统在系统控制中的作用 ,从

而构成自适应滑模模糊控制器 ,并用于平面倒立摆
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的实物控制 ,实现了平面倒立摆的圆周行走.

2　平面倒立摆的动力学模型
2 . 1　系统描述

平面倒立摆系统的机械结构 (见图 1 (a) )由 X

和 Y方向导轨、基座小车、摆杆以及连接摆杆与小车

的虎克铰构成.与虎克铰同轴装置的 2 个旋转编码

器用来测量摆杆分别绕 X 和 Y 轴所转过的角度.

图 1　平面倒立摆实物和建模示意图

用来驱动平面倒立摆基座小车的伺服电机有位

置、速度和力矩 3种控制模式.在实际过程中 ,由于

小车与导轨之间的黏滞阻力以及小车的质量难以精

确测量或时变等因素 ,很难在位置控制和力矩控制

模式下设计控制器.因此 ,平面倒立摆的驱动电机采

用速度控制模式 ,由伺服电机保证小车在一定的时

间段内以恒定的加速度向一个很大的速度目标值加

速 ,而施加到基座小车上的力则由电机的底层控制

算法进行解算.

2 . 2　平面倒立摆的动力学模型

如图 1 (b) 所示 ,首先建立全局坐标系 OX Y Z ,

并选取虎克铰的转动中心为基点 A ,建立以 A 为原

点、平行于 OX Y Z的局部坐标系 A x 1 y1 z1 和以 A 为

原点、z2 轴沿摆杆轴线方向的局部坐标系 A x 2 y2 z2 .

将平面倒立摆抽象成小车和匀质摆杆组成的系统.

M为基座小车、关节虎克铰和编码器的总质量 ; m为

摆杆的质量 ; l表示虎克铰中心 A 到摆杆质心 C的距

离 ;θx ,θy 为摆杆绕 X 和 Y 轴的转角 ; ẍ , ÿ 表示小车

沿 X 和 Y 轴方向的加速度.

基点 A 在全局坐标系 O X Y Z 中的位置矢量为

rA = [ x , y ,0 ]T ,摆杆质心 C在 A x 2 y2 z2 中的位置矢

量为 r0 = [0 ,0 , l ]T .故小车的动能 TM ,摆杆随质心

C平动的动能 T′m和摆杆绕质心 C转动的动能 T″m

分别为[5 ]

TM =
1
2

MÛr T
AÛr A , T′m =

1
2

mÛr T
CÛr C ,

T″m =
1
2

J x2ω2
x2 +

1
2

J y2ω2
y2 .

式中 : rC为质心 C在全局坐标系 O X Y Z中的位置矢

量 ; J x2 = J y2 =
m
12

(2 l) 2 =
1
3

ml2为摆杆绕质心的中

心主转动惯量 ;ωx2 = Ûθx cθy和ωy2 = Ûθy分别为摆杆角

速度在 x2 轴、y2 轴上的投影 ,cθ和 sθ分别表示 cosθ

和 sinθ(下同) .从而 ,系统的总动能为

T = TM + T′m + T″M .

　　选取 XO Y平面为零势能面 ,则小车势能为零 ,

摆杆的势能即为系统总势能

V = V m = mglcθx cθy .

在本系统中 ,因为在广义坐标θx ,θy上均无非有势广

义外力作用 ,所以有以下等式成立 :

d
d t

5L

5θ
·

x

-
5L
5θx

= 0 ,
d
d t

5L

5θ
·

y

-
5L
5θy

= 0 . (1)

式中 L ( q , Ûq) = T ( q , Ûq) - V ( q) 为拉格朗日算子.为

了保证摆角与小车位移方向的一致性 ,令θx = -φy ,

θy =φx .展开式 (1) 并整理 ,得到如下关于φx ,φy 的

方程组 :

φ̈x = f 1 =

( - 3 ẍcφx cφy + 6 lÛφx Ûφy sφy cφy -

lÛφ2
y sφx cφx + 3 gsφx cφy ) / (c2φy + 3) l , (2)

φ̈y = f 2 =

(3 ẍ sφx sφy - 3 ÿcφy + 2 lÛφx Ûφy sφx cφy +

3 lÛφx sφy cφy + 3 gsφy cφx ) / (c2φx + 3) l. (3)

2 . 3　平面倒立摆动力学模型的线性化解耦

取摆杆平衡位置时各变量的初值为零 ,记

X e = ( x ,φx , Ûx , Ûφx , y ,φy , Ûy , Ûφy , ẍ , ÿ) T =

(0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0) T . (4)

将式 (2) 和 (3) 在平衡位置进行泰勒级数展开 ,并线

性化 ,得到φ̈x ,φ̈y 在 X , Y方向解耦的表达式

φ̈x =
3 g
4 l
φx -

3
4 l

ẍ , φ̈y =
3 g
4 l
φy -

3
4 l

ÿ . (5)

　　选取状态变量为 x1 = x , x2 = Ûx , x3 =φx , x4

= Ûφx , y1 = y , y2 = Ûy , y3 =φy , y4 = Ûφy ,则平面倒立

摆的动力学模型为 :

X方向

Ûx1 = x2 , Ûx2 = ux , Ûx3 = x4 ,

Ûx4 = f x ( X) + bx ( X) ux ;
(6)

　　Y 方向

Ûy1 = y2 , Ûy2 = uy , Ûy3 = y4 ,

Ûy4 = f y ( Y) + by ( Y) uy .
(7)

式中 : f x ( X) , f y ( Y) , bx ( X) , by ( Y) 为连续的线性函

数 ; ux , uy 分别为 X , Y方向控制量输入 (即电机通过

丝杠施加到小车上的加速度量) .式 (5) ～ (7) 表明 ,

平面倒立摆的线性化动力学模型由结构相同的 X ,

Y方向的动力学方程构成.通过线性化 ,两方向的耦

合动力学模型解耦 ,因此在 X , Y方向倒立摆可采用

577
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同样的控制算法.

3　滑模模糊控制
　　智能控制和变结构控制均可用于解决非线性

问题 ,因此二者可以很好地结合起来 ,形成智能变结

构控制 ,有效地克服传统变结构控制理论的缺陷 ,同

时保持其鲁棒性强的优点 ,能够更好地解决复杂非

线性系统的控制问题[427 ] . 滑模模糊控制是典型的

智能变结构控制方法 ,它在滑模控制系统的趋近阶

段通过模糊逻辑调节控制作用来补偿未建模动力学

的影响 ,使系统轨迹既能快速趋近滑动面 ,又能降低

抖振 ,从而提高控制系统的品质[628 ] .

考虑具有以下标准形式的二阶系统 :

Ûx1 = x2 , Ûx2 = f ( X) + b( X) u. (8)

其中 : X = [ x1 , x2 ]T 为状态矢量 , f ( X) 和 b( X) 为

连续的线性或非线性函数 , u为控制量.滑模函数定

义为[7 ,8 ]

s = x2 +λx 1 . (9)

　　为了使系统状态接近于滑模面 ,设计如下的模

糊推理来得到控制量 ,使得当系统状态位于滑模面

的两侧时控制量符号相反 ,且大小与系统状态和滑

模面的矢量距离成正比.

R i : If s is Fi , Then u is U i . (10)

其中 : Fi ,U i 分别为 s , u在第 i 条规则中的模糊集.

4　平面倒立摆的自适应滑模模糊控制
　　针对式 (6) 所描述的具有 2个子系统的 4阶欠

驱动倒立摆系统 ,控制目标是确定有界的控制律 u

使得系统各状态量有界的前提下 , x i 快速跟踪参考

输入量 x di .对于倒立摆系统 ,有

x di = 0 , i = 2 ,3 ,4 . (11)

将系统 (6) 分解为小车定位子系统

Ûx1 = x2 , Ûx2 = ux , (12)

和摆杆镇定子系统

Ûx3 = x4 , Ûx4 = f x ( X) + bx ( X) ux . (13)

显然2个子系统是通过控制量 ux耦合的.因此 ,为了

实现 2个子系统的解耦 ,定义如下 2个滑模函数 :

s1 = x2 +λ1 x1 , s2 = x4 +λ2 x3 , (14)

式中λ1 和λ2 为正实数.

研究表明[4 ,5 ] ,控制系统的动态性能对滑模函

数的斜率λ非常敏感.当λ取值过大时 ,系统上升时

间会变小 ,但同时超调量和调节时间会增大.反之 ,

当λ取值过小时 ,减小了超调量和调节时间 ,但上升

时间会变大.从追求良好的控制性能方面考虑 ,需要

设计一个自适应控制律来实时调整滑模函数的斜

率.

文献[7 ,8 ]采用模糊推理方法对滑模面的斜率

λ进行实时调整.为了更便于实时控制 ,本文根据状

态跟踪误差的绝对值对λ进行线性调整 ,即对第 k个

子系统

λk =λb
k + B k | x2 k- 1 - x d 2 k- 1 | , k = 1 ,2 . (15)

其中 :λb
k为λk的基本值 , B k为λk的调节斜率.当小车

位置跟踪误差的绝对值或摆角的绝对值较大时 ,由

式 (15) 将得到一个较大的输出值λk ,使相对应的滑

模函数 ( s1 或 s2 ) 的斜率增大 ,从而使系统的状态快

速进入滑动模态 ,进而回到平衡点.

根据以上 2个子系统的滑模函数 ( s1 和 s2 ) ,进

一步定义合成滑模函数如下 :

s = s1 +λs2 =

x2 +λ1 x1 +λ( x4 +λ2 x3 ) , (16)

式中λ为实数.调整系数λ可以调节小车定位子系统

和摆杆平衡子系统在滑模函数中的影响作用.减小

λ即加强了小车定位子系统的作用 ;而增大λ则加强

了摆杆平衡子系统的作用.合成滑模函数的斜率设

为

λ =λb + BΔλ. (17)

其中 :λb为λ的基值 , B为λ的调整斜率 ,Δλ为调整变

量.通过下列 Mamdani型模糊推理确定λ值 :

R j : If | s2 | is Fj
2 , ThenΔλisΔλj . (18)

其中 : R j 为第 j 条规则 (共 n条) , Fj
2 为输入变量

| s2 | 的模糊集 ,Δλj 为输出变量Δλ的一个模糊集.

同样 ,采用重心法进行输出变量的去模糊化 ,即

Δλ = (∑
n

j = 1

μFj
2

(| s2 | ) ×Δλ) / ∑
n

j = 1

μFj
2

(| s2 | ) ,

(19)

其中μFj
2

(| s2 | ) 为由第 j条规则得出的 s2 的隶属度

函数值.因此 ,若摆杆平衡子系统远离其滑模面 s2

= 0 ,将得到一个较大的λ值.在这种情况下 ,摆杆平

衡子系统在合成滑模函数中占主要作用 ,相应的控

制作用将使得摆杆平衡子系统的状态变小.同时 ,由

于摆杆平衡子系统状态变小 ,合成滑模函数的斜率

λ的值也会变小 ,其结果是在组合滑模函数中定位

子系统优先于摆杆平衡子系统 ,小车可以运动到其

目标位置.

对于 X 方向的倒立摆系统 ,组合滑模函数 s作

为滑模模糊控制的输入量.为了确定最后的控制量

(小车的加速度) ,设计如下模糊推理规则 :

Rk : If s is Fk , Then ux is U k . (20)

其中 : Rk 为第 k条规则 (共 p条) , Fk 为 s的模糊集 ,

U k为输出变量 u x的模糊集.输出量的去模糊化仍然

采用重心法实现.

ux = (∑
p

k = 1

μFk ( s) ×U k) / ∑
p

k = 1

μFk ( s) . (21)

式中 :μFk (| s | ) 为由第 k条规则得出的s的隶属度函

677
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数值 , ux 为自适应滑模模糊控制的输出值.

文献[7 ]已证明 ,在参数选择合适的情况下 ,采

用自适应滑模模糊控制的欠冗余系统是渐进稳定

的.针对平面一级倒立摆系统的自适应模糊滑模控

制框图如图 2所示 ,控制器的参数依据平面倒立摆

已有的线性二次最优控制经验初步选取 ,如表 1 所

示.模糊调节器 1的输入变量 | s2 | 分为零、正小、正

中、正大 4个模糊集 ,各模糊集均选取均匀分布的全

交迭、对称隶属度函数.模糊调节器 2根据合成滑模

函数 s的值推理出倒立摆系统的控制量 ,其输入变

量 s分为负大、负小、零、正小、正大 5个模糊集.为了

实现对控制量的饱和限制 ,正大、负大选为梯形隶属

度函数 ,其余选取三角形隶属度函数.

图 2　自适应滑模模糊控制框图

表 1　自适应滑模模糊控制器适应度算法参数

λb
1 B1 λb

2 B2 λ B

1 . 20 0 . 14 4 . 80 0 . 20 0 . 54 0 . 76

5　实验结果
　　由式 (6) 和 (7) 可知 ,平面倒立摆在平衡点附近

进行线性化后 , X和 Y方向解耦 ,并具有相同的动力

学模型.所以 , X方向采用的控制算法同样适用于 Y

方向.

为了实现高速实时控制 ,平面倒立摆的控制程

序是在 DOS环境下采用 BORL AND C + + 语言编

写并运行的 ,其中 5 ms的采样周期和控制周期通过

计算机的定时器中断实现.控制算法中的模糊调节

器采用查表法进行模糊推理 ,自适应滑模模糊控制

算法用 C + + 代码实现.

平面倒立摆不具备自动起摆的条件 ,需手动将

摆杆竖起到平衡位置附近 ,待实时控制模块启动 ,对

平面倒立摆的基座小车施加控制作用后放开摆杆 ,

摆杆便在计算机控制系统的作用下保持平衡.

本实验规划使平面倒立摆的基座小车在 20 s内

行走一个圆心在点 (8 , 0) cm ,半径为 8 cm的目标

圆周 ,以验证控制算法的有效性.平面倒立摆基座小

车进行圆周行走的轨迹如图 3 所示.从图 3 可以看

出 ,平面倒立摆 X 方向的位置响应跟踪余弦曲线的

效果要优于 Y方向 ,这是由于 X导轨固定在钢板底

座上 ,而 Y向导轨在 X向导轨上滑动 , Y向导轨与 X

向导轨之间存在着一定的机械间隙 ,且 X和 Y 方向

的结构并不完全对称.对于 X和 Y方向的位置跟踪

曲线而言 ,在曲率半径小的区间段小车的向心加速

度增大 ,所以位置跟踪效果较差. 在 X Y 二维平面

上 ,因为必须通过基座小车的运动来镇定摆杆 ,从而

导致了倒立摆基座小车的圆周行走轨迹并不能与目

标轨迹完全吻合.

(a) 　小车位置随时间变化曲线

(b) 　小车位置在 X Y平面内的相平面图

图 3　平面倒立摆圆周行走实验结果

6　结　　论
　　采用拉格朗日方程建立了平面倒立摆的动力学

模型.为了实现平面倒立摆的高品质控制性能 ,设计

了自适应滑模模糊控制器 ,实现了平面倒立摆的圆

周行走 ,主要结论如下 :

1) 平面倒立摆在平衡位置附近可近似为 X 和

Y两个正交方向的直线型倒立摆 ,从而可以在 2 个

方向分别设计控制器进行控制.

2) 自适应滑模控制器将滑模控制与模糊控制

有机地结合起来 ,并通过自适应调整滑模函数的斜

率来保证控制系统的动态性能.系统的控制量通过

模糊推理给出 ,从而削弱了控制器对倒立摆线性化

模型的依赖性.该方法既降低了控制器的设计难度 ,

又保证了良好的控制品质.

3) 平面倒立摆基座小车的圆周行走实验证实

了自适应滑模模糊控制策略在由多个子系统互相耦

合的欠驱动系统控制中的有效性.
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SVM模型是专门针对小样本情况的 ,其目标是得到

现有信息下的最优解而不仅仅是样本数趋于无穷大

时的最优值 ,得到的是全局最优点 ,解决了神经网络

无法避免的局部极值问题. L SSVM则对 SVM进行

改进 ,用二次损失函数取代 SVM 中的不敏感损失

函数 ,将不等式约束条件变为等式约束 ,将二次规划

问题转变为线性方程组的求解 ,用最小二乘法实现

了 SVM算法 ,简化了计算的复杂性 ,核函数参数的

动态选取进一步提高了诊断的正确率.
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