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具有控制时滞系统的最优无静差正弦扰动抑制

唐功友 , 张洪云 , 李　超
(中国海洋大学 信息科学与工程学院 , 山东 青岛 266100)

摘　要 : 研究在外部正弦扰动作用下 ,控制含时滞的线性系统的最优无静差调节器设计问题.首先利用 Artstein变

换将控制变量含时滞的系统转化为不含时滞的系统 ;然后利用内模原理构造扰动补偿器 ,将带扰动的系统转化为无

扰动的增广系统 ,从而将无静差扰动抑制问题转化为无扰动增广系统的最优调节器设计问题 ;最后利用最优控制理

论求得最优无静差反馈控制律.仿真结果表明了所提出方法的有效性.
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Abstract : The design of an optimal regulator with zero steady2state error for linear systems with control time2delay

affected is researched with sinusoidal disturbances. The system with control time2delay is t ransformed into one

without time2delay through the Art stein t ransform. Then based on the internal model principle , a disturbance

compensator is designed , by which the plant model with external disturbances is t ransformed into an augmented

system without disturbances. Consequently , the problem of disturbance rejection with zero steady2state error is

t ransformed into the problem of designing an optimal controller for the augmented plant without disturbances. By

using the optimal control theory , an optimal feedback control law with zero steady2state error is obtained. The

simulation result s show the effectiveness of the proposed control method.

Key words : Linear systems ; Time2delay systems ; Sinusoidal disturbances ; Optimal control ; Disturbance rejection

1　引　　言
　　一般的系统大都在外部持续扰动力的作用下工

作 ,外部扰动不仅可能使得系统的工作点发生漂移 ,

而且会使系统的动态性能变差 ,以及系统输出的稳

态特性变坏 ,甚至使系统无法正常运行.正弦扰动经

常出现在各种实际的控制系统中 ,例如 :直升飞机飞

行振动控制系统 ,飞机螺旋桨转轴承受的扰动力具

有正弦特性[1 ] ;海洋平台振动的实时控制系统 ,海洋

结构物承受的风力或规则海浪力的基波为正弦扰动

力[2 ,3 ] .对于正弦扰动的抑制问题 ,目前已有多种可

行的解决方法 ,其中包括利用内模原理的反馈控

制[4 ]、自适应反馈控制[ 5 ,6 ]以及前馈2反馈最优控

制[2 ,3 ,7211 ]等.迄今为止 ,大多研究工作还只是针对无

时滞线性系统开展的[228 ] .对于控制含有时滞系统的

扰动抑制问题 ,所见到的研究成果多为在 H∞意义

下的控制器的优化设计问题[ 12 ] ,而不是真正意义下

的最优控制 ,也没有涉及如何消除系统的稳态误差

问题.最近 ,文献[ 9211 ]研究了非线性系统和时滞系

统的正弦扰动最优抑制问题 ,所定义的最优性能指

标是二次型平均指标.在二次型平均最优性能指标

下得到的最优控制律是既含有反馈控制部分又含有

前馈补偿部分[7211 ] .在这种性能指标下的最优前馈2
反馈最优控制不能消除系统的稳态误差.

本文研究在外部正弦扰动的作用下 ,控制含有
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时滞的线性系统最优无静差扰动抑制调节器设计问

题.首先利用 Art stein简化方法将控制变量含时滞

的系统转化为不含时滞的系统 ;然后基于内模原理

构造扰动补偿器 ,将无静差扰动抑制问题转化为无

扰动增广系统的最优调节器设计问题 ;最后利用最

优控制理论求得最优无静差反馈控制律.

2　问题描述
　　考虑由下列微分方程描述的在正弦扰动作用下

控制含有时滞的线性系统 :

Ûx ( t) =

A x ( t) + B u ( t - τ) + Dv ( t) , t > 0 ;

x (0) = x0 . (1)

其中 : x ∈Rn 为状态向量 ; u ∈R r 为控制向量 ; v ∈

R r为外部扰动向量 ; A , B , D为具有适当维数的常量

矩阵 ;τ> 0为常数时滞项.假设外部扰动向量 v具

有如下正弦形式 :

v =

v1

v2

…

v r

=

α1 sin (ω1 t +φ1 )

α2 sin (ω2 t +φ2 )

…

αr sin (ωr t +φr)

. (2)

其中 :频率 0 ≤ωi <π为已知常量 ,幅值αi及初相位

φi 可以是未知的 , i = 1 ,2 , ⋯, r.

下面给出两个假设 :

假设 1　矩阵对 ( A , B) 是完全能控的 ;

假设 2　系统 (1) 的扰动满足如下匹配条件 :

Rank ( B) = Rank ( D) = Rank ( B , D) = r. (3)

　　由于系统 (1) 持续受外界正弦扰动力的影响 ,

当 t →∞时 ,状态向量 x和控制向量 u不可能同时趋

于零.如果对系统 (1) 选取经典最优控制的无限时

间二次型性能指标 ,则显然是不收敛的.最近对正弦

扰动最优抑制问题的研究 ,一般选择二次型平均最

优性能指标[7211 ] ,但这种性能指标下的最优控制不

能保证系统的稳态误差为零.本文选择一种能保证

消除稳态误差的最优控制性能指标 ,并寻求使性能

指标取得最小值的最优无静差控制律.

3　扰动补偿器设计
　　首先对系统 (1) 进行简化描述. 为此 ,作如下

Art stein变量代换[13 ] :

z ( t) = x ( t) +∫
t

t-τ
eA ( t-τ- h)

B u ( h) d h. (4)

将变换 (4) 代入系统 (1) ,则可将系统 (1) 转化为如

下形式 :

Ûz ( t) = A z ( t) + �B u ( t) + Dv ( t) , t > 0 ;

z (0) = x0 ;

x ( t) = z ( t) -∫
t

t-τ
eA ( t-τ- h)

B u ( h) d h. (5)

其中 �B = e - AτB .

由假设 2知 ,存在唯一可逆矩阵 M ,使得 D =

e - AτB M = �B M 成立.于是系统 (5) 的第 1式可写成

Ûz ( t) = A z ( t) + �B ( u( t) + w ( t) ) , (6)

其中 w = Mv 为等效的 r维扰动向量.注意到

v̈ =

- ω2
1α1 sin (ω1 t +φ1 )

- ω2
2α2 sin (ω1 t +φ2 )

…

- ω2
rαr sin (ωr t +φr)

ƒ - Ωv , (7)

其中Ω = Diag{ω2
1 　ω2

2 　⋯　ω2
r } ,因此有

ẅ ( t) = - MΩv = - MΩM - 1 w . (8)

　　为了达到对正弦扰动无静差抑制的目的 ,下面

利用内模原理设计无静差扰动补偿器.引入新的等

效状态变量

u1 ( t) = u( t) + w ( t) ,

u2 ( t) = Ûu1 ( t) = Ûu ( t) + Ûw ( t) , (9)

可构造如下的动态扰动补偿器 :

Ûu1 ( t) = u2 ( t) ,

Ûu2 ( t) = ü ( t) - MΩM - 1 w =

ü ( t) + MΩM - 1 u( t) - MΩM - 1 u1 ( t) . (10)

将原系统 (1) 与动态扰动补偿器 (10) 对接 ,作为新

的增广系统 ,并定义增广系统的状态向量 x̂ ( t) 和等

效控制向量 û ( t) 如下 :

x̂ ( t) = [ z T ( t) 　uT
1 ( t) 　uT

2 ( t) ]T ,

û ( t) = ü ( t) + MΩM - 1 u( t) . (11)

由式 (6) , (10) 和 (11) ,可得到不显含扰动的 n + 2 r

维的增广系统

x̂
·

( t) = Â x̂ ( t) + B̂ û ( t) , t > 0 ;

x̂ (0) = x̂0 . (12)

其中

Â =

A �B 0

0 0 I

0 - MΩM - 1 0

, B̂ =

0

0

I

. (13)

　　对于系统 (1) 的最优无静差控制问题 ,选择如

下二次型性能指标 :

J =∫
∞

0
[ x̂ T ( t) Qx̂ ( t) + ûT ( t) Rû ( t) ]d t =

∫
∞

0
{ z T ( t) Q1 z ( t) +

[ u( t) + Mv ( t) ]T Q2 [ u( t) + Mv ( t) ] +

[ Ûu ( t) + MÛv ( t) ]T Q3 [ Ûu ( t) + MÛv ( t) ] +

ûT ( t) Rû ( t) } d t. (14)

其中 :Q = Block2Diag{ Q1 , Q2 , Q3 } ; Q1 为 n×n的半

正定矩阵 ,且满足通常的状态调节器条件 ; Q2 , Q3 和

R为 r ×r的正定矩阵.

这样 ,原问题便转化为首先寻找增广系统 (12) ,

818
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使性能指标 (14) 取得极小值的最优等效控制律

û ( t) ;然后由 û ( t) 求出系统 (1) 的最优无静差正弦

扰动抑制控制律 u 3 ( t) .

4　最优无静差控制律设计
　　对于由式 (1) 和 (14) 描述的系统的最优无静差

正弦扰动抑制问题 ,给出以下结果 :

定理 1　系统 (1) 关于性能指标 (14) 的最优无

静差正弦扰动抑制控制律 u 3 ( t) 由下式确定 :

ẑ
·

( t) =

K1 ẑ ( t) + K2 v ( t) + K3 [ x ( t) +

∫
t

t-τ
eA ( t-τ- h)

B u ( h) d h] ,

u 3 ( t) = [ I　0 ] ẑ ( t) . (15)

其中

K1 =
- R - 1 P3 I

- MΩM - 1 - R - 1 P2 0
,

K2 =
- R - 1 P3 M

- R - 1 P2 M
,

K3 =
0

- R - 1 P1

. (16)

这里 P1 , P2和 P3由 P =
3 3 3
P1 P2 P3

确定 , 3 为

无关项 , P为如下 Riccati矩阵代数方程的唯一正定

解 :

Â T P + PÂ - PB̂ R - 1 B̂ T P + Q = 0 . (17)

　　证明 　由于 ( A , B) 完全能控 ,由系统能控性

的秩判据容易证明 Rank[ B̂ 　Â B̂ 　Â 2 B̂ ] = n + 2 r ,

即 ( Â , B̂ ) 完全能控.由极大值原理得到的最优控制

的必要条件知 ,增广系统 (12) 关于性能指标 (14) 存

在唯一的最优控制

û ( t) = - R - 1 B̂ T Px̂ ( t) , (18)

其中 P为 Riccati矩阵代数方程 (17) 的唯一正定解.

将 P , B̂ 和 x̂ 代入式 (18) ,得

û ( t) = - R - 1 [ P1 z ( t) + P2 u1 ( t) + P3 u2 ( t) ].

(19)

　　注意到由式 (19) 求出的 û ( t) 是增广系统 (12)

的等效“最优反馈控制律”,而不是所要求的原系统

(1) 的最优无静差正弦扰动抑制控制律 u3 ( t) ,因此

需进一步求得使得性能指标 (14) 取得极小值的最

优控制律 u3 ( t) .由式 (9) , (11) 中第 2式和 (19) 得

ü ( t) + R - 1 P3 Ûu ( t) + ( MΩM - 1 + R - 1 P2 ) u( t) =

- R - 1 P1 z ( t) - R - 1 P2 Mv ( t) - R - 1 P3 MÛv ( t) .

(20)

注意到式 (20) 是关于系统 (1) 最优控制律的二阶微

分方程 ,从而可以求解原系统最优控制 u 3 ( t) .但由

于式 (20) 包含 v ( t) 的导数项 ,该项是物理不可实现

的.下面来解决这一问题.

引入新的变量

�u ( t) = Ûu ( t) + R - 1 P3 ( u( t) + Mv ( t) ) , (21)

则有

Ûu ( t) = �u ( t) - R - 1 P3 [ u( t) + Mv ( t) ] ,

�u
·

( t) = - MΩM - 1 u( t) - R - 1 P1 z ( t) -

　　　R - 1 P2 [ u( t) + Mv ( t) ]. (22)

令

ẑ ( t) =
ẑ1 ( t)

ẑ2 ( t)
=

u( t)

�u ( t)
. (23)

将式 (4) 代入 (22) ,则得到系统 (1) 的动态最优无静

差正弦扰动抑制控制律 (15) . □

注 1　注意到由式 (15) 描述的系统 (1) 的最优

无静差正弦扰动抑制控制律 u3 ( t) 含有控制记忆

项 ,这是由于引入了 Art stein变量代换 (4) 的缘故 ;

控制律 u3 ( t) 是具有积分特性的动态控制律 ,这是

因为构造了动态扰动补偿器 (10) 的缘故.

5　仿真实例
　　考虑由系统 (1) 描述的基于二次型性能指标

(14) 的二阶系统的最优无静差正弦扰动抑制问题.

其中

A =
0 1

- 2 1
, B = D =

0

1
,

x0 =
0 . 5

0
, v ( t) = sin t ,

Q1 = Diag{ 1 ,0} , Q2 = Q3 = R = 1 .

　　为了验证本文提出的最优控制器设计方法的

有效性 ,本例中分别考虑了控制时滞τ= 0 . 1和τ=

5的情形.

图 1～图 4分别给出了系统控制变量 u( t) 和状

态向量第 1个分量 x1 ( t) 在不同时滞下的变化曲线.

尽管系统的控制输入存在时滞 ,但由系统的状态曲

线可以看出 ,无论是在τ= 0 . 1还是τ= 5的情形 ,用

本文方法设计的控制器最终可以实现对正弦扰动的

最优无静差抑制.

图 1　τ = 0 . 1时系统的控制律曲线

918
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图 2　τ = 0. 1时系统的状态曲线

图 3　τ = 5时系统的控制律曲线

图 4　τ = 5时系统的状态曲线

6　结 　　论
　　本文采用 Art stein 变量代换将控制变量含时

滞的系统转化为不含时滞的系统 ,并利用内模原理

构造了扰动补偿器 ,精确抵消了正弦扰动对系统的

影响 ,在较短的时间内达到扰动抑制的目的 ,并使得

无限时域的二次型性能指标取得最小.该方法易于

实现 ,且对小时滞和大时滞情形下的扰动抑制问题

均能得到理想的控制效果.该设计方法不仅适用于

正弦扰动抑制问题 ,而且适用于阶跃、斜坡以及更复

杂的扰动抑制问题.
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