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基于比较原理的非线性组合系统的输出反馈镇定
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摘　要 : 综合运用比较原理和 L MI方法 ,通过构造一比较系统 ,将原组合系统的稳定性问题转化为维数较低的比较

系统的稳定性问题 ,并利用 M矩阵特性导出了比较系统稳定的一个充分条件.为了求取输出反馈增益 ,建立了等价

稳定条件的 QL MI表示形式.这一方法的特点是使大系统的稳定控制器设计的复杂度保持在子系统一级的水平上.

数值实例说明了所提出算法在实际工程应用中的可行性和有效性.
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Abstract : A comparing model is int roduced to t ransfer the problem of output feedback for stabilizing the composited

nonlinear systems into the problem of output feedback for stabilizing the comparison systems with lower dimensions ,

by employing comparison principle and L MI stability theory integrally. A stability condition is developed by using M

matrix , and the equivalent L MI expression is founded , which is used to obtain the output feedback gain. The

characteristic of the proposed method is to decrease the complexity of the design of stability controller. Finally , a

numeral example shows it s feasibility and effectiveness.
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1　引　　言
　　随着工业的日益发展 ,人们提出了大系统的概

念.它最初面临的问题是克服与其相关的数学模型

日益增大和复杂性所带来的困难.对于“大而复杂”

的系统 ,有时甚至应用效率很高的计算机也难以解

决 ,即使能解决 ,也因过多的计算时间以及使用代价

太高而很不经济.分散控制能够降低系统的复杂性 ,

因而控制器的插入补充更容易实现.分散控制的研

究内容包括分散稳定化和分散鲁棒控制问题等.目

前常用的反馈形式有两种 :一是状态反馈系统 ;二是

输出反馈系统.状态反馈系统可具有良好的动态性

能 ,但采用状态反馈需掌握系统的全部信息.而状态

重构需要引入状态观测器 ,状态观测器的引入一方

面提高了反馈系统的阶次 ,另一方面需量测系统的

全部状态.因此 ,就反馈的工程构成而言 ,由于输出

变量可直接量测 ,输出反馈要比状态反馈优越.由于

系统中不可避免地会存在外部扰动的影响和内部参

数的变动 ,所得到的控制律都会遇到工程实现的问

题.因此 ,研究系统的鲁棒输出反馈镇定具有重要意

义.

最近几年 ,输出反馈鲁棒镇定问题引起了控制

理论界的广泛关注.文献[ 1 ,2 ]讨论了具有输入分散

的非线性相似组合大系统最优控制的逐次逼近方

法 ,将非线性相似组合大系统最优控制问题转化为

求解解耦子系统的线性两点边值序列问题.文献[ 3 ]

讨论了不确定非线性子系统经不确定非线性互联而
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成的组合大系统 ,给出了可分散输出反馈鲁棒镇定

的充分条件 ,其基本假定是一隐式矩阵方程有解 ,而

在一般情形下 ,这一矩阵方程的解是不存在的.文献

[4 ] 通过巧妙构造 L yap unov泛函 ,得到了以 L MI

形式为结果的控制器 ,然而该方法的计算较为复杂.

文献[ 5 ] 讨论了离散情形下 L MI理论的应用 ,但计

算的复杂度和计算量与子系统的个数呈指数关系.

正如文献 [ 5 ,6 ]所指出的 ,输出反馈形式的 L MI的

可解性一般情形下并不高 ,因此降低判断和计算的

工作量就显得尤为重要.其他一些有代表性研究可

参见文献[11 ] .

本文讨论一类具有 Lip schitz 条件的非线性组

合系统的输出反馈鲁棒镇定问题.通过构造一个比

较系统 ,将原组合系统的稳定性问题转化为维数较

低的比较系统的稳定性问题 ,并利用 M 矩阵特性导

出了比较系统稳定的一个充分条件.这一条件的特

点是使计算的复杂度维持在子系统一级的水平上.

通过建立等价稳定条件的 QL MI表示形式 ,使问题

可以方便地应用文献[7 ,8 ]所提供的技术进行求解.

数值实例表明了所提出方法的可行性和有效性.

2　Lipschtiz 关联非线性系统的保衰减率分

散控制
　　给定由 N 个子系统关联组成的大系统的状态

空间描述如下 :

Ûxi ( t) =

Ai x i ( t) + f i ( xi , t) + Bi u i ( xi ) +

∑
N

j = 1 , j≠i

( Hij x j ( t) +ΔHij ( xj , t) ) 2 ,

y i ( t) = Ci x i ( t) ,

xi (0) = xi0 , i ∈N = { 1 ,2 , ⋯, N} . (1)

其中 : xi ( t) ∈Rni×1 为系统的状态 ; Ai ∈ Rni×ni , Bi ,

Hij 为适当维数的实常数矩阵 ; f i ( xi , t) ∈Rni×1为孤

立系统的非线性部分 (可能含有不确定性) , 其元素

为连续函数 ;ΔHij ( xi , t) 为非线性关联部分 (可能含

有不确定性) .

假设 1　关联不确定性具范数界

‖ΔHij ( xi , t) ‖≤γij ‖xi ‖. (2)

　　注 1　以往大多文献要求不确定性满足匹配条

件 ,而系统的不确定性是随机的 ,其结构通常是未

知、不确定的 ,所以匹配条件一般情形下不能得到满

足.但不确定性的界是可以估计的 ,因此一般可假定

不确定性具范数界.

假设2　f是满足Lip schitz条件的非线性函数 ,

即对 Πx1 , x2 ,有

‖f ( x2 , t) - f ( x1 , t) ‖≤ρ( ‖x2 - x1 ‖) . (3)

　　注 2　很多控制系统都满足 Lip schitz条件 ,例

如机器人系统、供水系统 ,甚至诸如 x2 和正弦项在

一有界条件下都满足这一条件. 因此 ,Lip schitz 系

统代表了一类具有广泛工程背景的系统.

下面讨论系统 (1) 的分散保衰减率控制问题.

设计控制器

ui ( xi ) = Ki y i ( t) , i ∈N , (4)

式中 Ki 为待设计的适当维数的常数矩阵 ,使系统

(1) 渐近稳定 ,且满足如下的性能指标 :

lim
t→∞

xi ( t) eεi t = 0 , i ∈N , (5)

式中εi 为给定的对第 i 个子系统的最小衰减速率.

注 3　现有文献大都采用二次型、拟二次型和

H∞范数作为恒量控制系统的性能指标 ,因为二次

型性能指标方便数学上的处理. 但文献 [6 ,9 ] 的研

究表明 ,输出反馈的可行性问题等价于两个耦合的

线性矩阵不等式解的存在性 ,从而导致一个非线性

最优化问题无法直接求解.从工程意义上 ,衰减率性

能指标更直接地体现了控制系统的时域特性.

在叙述非线性组合系统的保性能分散控制之

前 ,先回顾标称非线性系统可镇定的定义.

考虑如下具有非线性的系统的输出反馈镇定 :

S n :Ûx ( t) = Ax ( t) + f ( x , t) + Bu ( t) ,

y( t) = Cx ( t) ,

x(0) = x0 . (6)

　　定义 1　对于任给α > 0 ,如果存在 K,使下式

成立 :

max ( Reλ( A + B KC) ) +ρ+α < 0 . (7)

式中 :λ(·) 为矩阵的特征值 ,ρ为式 (3) 中的

Lip schitz常数.则称标称系统 (5) 是可输出反馈α镇

定的.

注 4　以上定义是文献[9 ]中定理 1的直接扩

展 ,控制律 u = Ky能保证系统在平衡点 x = 0处全

局渐近稳定.当 f = 0时 ,问题成为众所周知的线性

系统的静态输出反馈镇定问题.

对于关联系统 (1) ,引进如下比较系统 :

Ûx ci ( t) =

( - αi +ρi ) xci ( t) + ∑
N

j = 1 , j≠i

( ‖Hij ‖+γij ) x cj ( t) ,

xci (0) = ‖xi (0) ‖, i ∈N . (8)

式中 : xc ( t) , xc (0) 分别为比较系统的状态变量和初

始条件 ;0 <αi < - max
j∈ni

Reλj ( �Ai ) , i ∈N ; �Ai = Ai

+ Bi Ki Ci , i ∈N .

本节的主要结果是下面的比较定理.比较定理

表明 ,组合系统 (1) 的保衰减率输出反馈控制问题

可转换为比较系统的输出反馈控制问题.
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定理 1　如果存在 Ki ,使 �Ai = Ai + Bi Ki Ci 为

Hurwitz矩阵 , i = 0 , 1 , ⋯, N ,则存在有界正实数η

> 0 ,使下式成立 :

‖xi ( t) ‖≤ηx ci ( t) , i ∈N . (9)

　　证明 　将式 (4) 代入系统 (1) ,得到如下闭环

系统 :

Ûxi ( t) =

( Ai + Bi Ki Ci ) xj ( t) + f i ( x i , t) +

∑
N

j = 1 , j≠i

( Hij +ΔHij ( xj , t) ) . (10)

上述微分方程的解为

xi ( t) =

exp ( �Ai t) xi (0) +

∫
t

0
exp ( �Ai ( t - s) ) { f i ( xi ( s) , s) +

∑
N

j = 1 , j≠i

( Hij x j ( s) +ΔHij ( xj ( s) , s) ) } ds. (11)

注意到 0 <αi < - max
j∈ni

Reλj ( �Ai ) , i ∈N ,从而 �Ai +

αi I 为稳定矩阵 ,其矩阵指数具范数界 ,记其界为ηi

> 0 ,即 ‖exp ( �Ai +αi I ) t‖ =ηi ,于是有

‖exp ( �Ai t) ‖ =

‖exp ( �Ai +αi I - αi I ) t‖≤

‖exp ( �Ai +αi I ) t‖‖exp ( - αi I ) t‖≤

ηi e -αi t . (12)

　　对式 (10) 两端取范数 ,并利用不等式 (12) ,有

‖xi ( t) ‖/ηi ≤

e -αi t ‖xi (0) ‖+∫
t

0
e -αi

( t- s)ρi ‖xi ( s) ‖ds +

∫
t

0
e -αi

( t- s) ∑
N

j = 1 , j≠i

( ‖Hij ‖+γij ) ‖xj ( s) ‖ds.

令

e -αi t ‖xi (0) ‖+∫
t

0
e -αi

( t- s)ρi ‖xi ( s) ‖ds +

∫
t

0
e -αi

( t- s) ∑
N

j = 1 , j≠i

( ‖H ij ‖+

γij ) ‖xj ( s) ‖ds = x ci ( t) ,

则不难验证 xci ( t) 满足方程 (7) .再令η= max
i∈N

(ηi ) ,

于是有不等式 (9) 成立. □

注 5　定理 1 表明 ,组合系统的输出反馈镇定

可以在 N ×N ( N 为组合系统的个数) 的水平上讨

论 ,大大降低了计算的复杂度.

记

ac i j =
αi - ρi , i = j ;

- γij - ‖Hij ‖, i ≠ j ;
(13)

Xc ( t) = [ x c1 ( t) 　x c2 ( t) 　⋯　x cN ( t) ]T .

则比较系统 (7) 可写成如下形式 :

Xc ( t) = - Ac Xc ( t) . (14)

　　众所周知 ,系统 (14) 渐近稳定的充要条件是

- Ac 为 Hurwitz矩阵 (等价于 Ac 为 M 矩阵) .取

αi = - max
j∈ni

Reλj ( �Ai ) -εi , i ∈N ,

其中εi > 0为正常数 ,则矩阵 Ac 成为

aci j =
- max Re ( �Ai ) -εi - ρi ,

- γij - ‖Hij ‖.

于是镇定问题便等价于讨论是否存在输出反馈增益

Ki ,使 Ac 为 M 矩阵.设

Σi = ∑
N

j = 1 , j≠i

( ‖Hij ‖+γij ) .

若能配置闭环系统的特征值

max Reλ( Ai + Bi Ki Ci ) <

- ρi -εi - ∑
N

j = 1 , j≠i

(γij + ‖Hij ‖) ,

则 Ac 为对角占优矩阵 ,因而必为 M 矩阵 ,系统 (14)

具有衰减速率εi .整理上述结论 ,可得到下面的可分

散镇定定理 :

定理 2　对于任意给定的常数εi ,有

0 <εi = - max
j∈ni

Reλj ( �Ai ) , i ∈N .

如果存在 Ki ,使下面的检验矩阵为 M矩阵 :

dij =
- max Re ( �A i ) -εi - ρi ,

- γij - ‖Hij ‖.
(15)

则关联系统 (1) 是可通过控制律 (4) 分散鲁棒输出

反馈镇定的 ,且闭环系统至少具衰减率εi .

3　输出反馈增益存在条件 QMI表示
　　对于线性系统输出反馈存在性的研究 ,文献

[7 ]以L MI的形式给出了一个关于线性系统可静态

输出反馈镇定的充要条件 ,并给出了一种改进算法.

本文利用这些结论 ,首先将非线性组合系统反馈增

益的存在条件改用 L MI形式表示 ;然后给出一种综

合文献[8 ,10 ]的迭代算法.

引理 1　线性定常系统[11 ]

Σ:Ûx ( t) = Ax ( t) + Bu ( t) ,

y = Cx ( t) , (16)

通过静态输出反馈 u = Fy镇定的充要条件是存在 P

> 0 , X > 0和 F满足方阵不等式 (QMI)

U ( BT P + FC) T

( BT P + FC) - I
< 0 ,

U = AT P + PA - XBB T P -

　　PBB T X + XBB T X. (17)

　　注 6　系统 (16) 的闭环方程为

Σ: Ûx ( t) = ( A + BFC) x( t) .

若 QMI (16) 成立 ,则必有 F使 Re (λ( A + BFC) ) <

0 .
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参照这一思想 ,可得到下面的结论 :

定理 3　非线性关联系统 (1) 是可输出反馈镇

定的 , Πi ∈N 如果存在 P i > 0 , Xi > 0 和 Ki 满足

U i ( BT
i P i + Ki Ci )

T

( BT
i P i + Ki Ci ) - I

< 0 . (18)

式中

U i = �AT
i P i + Pi �A i - XiB iB T

i P i -

　 　PiB iB T
i X i + XiB iB T

i X i ,

A
-

i = Ai + [ρi +εi + ∑
N

j = 1 , j≠i

(γij + ‖H‖) ] I.

　　证明 　若条件成立 ,则由引理 1 可知 , Πi ∈

N ,必存在 Ki ,使 ( �Ai + Bi Ki Ci ) 为稳定矩阵 ,于是有

Re (λ( �A i + Bi Ki Ci ) ) < 0 .

注意到

λ( �Ai + Bi Ki Ci ) =

λ( Ai + Bi Ki Ci ) +

[ρi +εi + ∑
N

j = 1 , j≠i

(γij + ‖Hij ‖) ] ,

于是有

max Reλ( Ai + Bi Ki Ci ) <

- ρi -εi - ∑
N

j = 1 , j≠i

(γij + ‖Hij ‖) .

这便保证了定理 2中的检验矩阵 D为 M 矩阵 ,故系

统 (1) 是渐近稳定的. □

注 7　由定理 3的式 (18) 可知 ,本文提出的稳

定控制器设计可实现各子系统之间的解耦 ,因而计

算只需在 N ×N 的矩阵上进行 ,对应的计算复杂度

在子系统的水平上.以往大多文献的计算都需针对

( N ×ni ) ×( N ×ni ) 维数的矩阵 ,这说明本文提出的

方法大大降低了计算复杂度 ,有效地减少了计算工

作量 ,达到了大系统的镇定只需在子系统的水平上

进行的目的.

4　输出反馈增益的算法
4 . 1　一种迭代算法

定理 3以 QMI形式给出了系统 (1) 可反馈镇定

的条件.如果设定 X ,这一 QL MI问题就转变为求解

未知矩阵 P和 F的 QL MI问题 ,而 QL MI问题的求

解属于凸优化问题 ,可以有效地利用 Matlab提供的

L MI工具箱求解.另一方面 ,即使问题有解 ,也不一

定有与之对应的唯一解 X. 但一个可镇定的系统 ,

一定有一相应的衰减速率 ,于是问题便转化成对给

定 X ,求关于α的优化问题. 以下是综合考虑文献

[7 ,8 ]方法后提出的算法 :

Step1 : 对每一子系统 i ,选取正定阵 Q ,使满足

( �Ai , Q) 为可控对 ,求解如下代数 Riccati方程 :

�AT
i P + P�A i - PCT

i Ci P + Q = 0 , (19)

置 k = 1 , X1 = P.

Step2 : 解如下关于 Pk , Kk 和αk 的优化问题 :

OP1 : Minimizeαk .

约束条件为

U k - αk P k ( BT Pk + Kk Ck ) T

( BT Pk + Kk Ck ) - I
< 0 ,

Pk = PT
k > 0 . (20)

记α3
k 为所求αk 的最小值.

Step3 : 若α3
k ≤0 ,则 Ki 即为所求的反馈增益

阵 ,转 Step6.

Step4 : 解如下关于 Pk , Kk 的优化问题 :

O P2 : Minimize t race ( Pk ) .

约束条件同O P1 ,其中αk取值为α3
k .记 P 3

k 为最优问

题相应的解.

Step5 : 若 ‖Xk - P 3
k ‖ <δ(δ为指定的精度) ,

则转 Step6 ;否则 ,作 Xk = P3
k , k = k + 1 ,转 Step2 .

Step6 : 输出求解结果或求解失败标志.

4 . 2　数值例子和仿真

考虑如下由 2个含不确定性的子系统组成的关

联系统 :

Ûx1 ( t) =

- 1 2

- 1 0
x1 ( t) +

0 0

r1 ( t) r1 ( t)
x1 ( t) +

0

1
u1 ( t) + cos x21 x2 ( t) ,

y1 ( t) = [1　2 ] x1 ( t) ;

Ûx2 ( t) =

- 3 0

2 - 1
x2 ( t) +

0 0

r2 ( t) r2 ( t)
x2 ( t) +

1

0
u2 ( t) + 2cos x12 x1 ( t) ,

y2 ( t) = [3　5 ] x2 ( t) .

其中 : r1 ( t) ≤0 . 5 , r2 ( t) ≤1 .

解 : 相应的ρ1 ≤ 2/ 2 ,ρ2 ≤ 2 ,γ12 ≤1 ,γ21 ≤

2 ,于是有

�A1 =
0 . 707 2 . 00

- 1 . 00 1 . 707
,

�A2 =
0 . 414 0 . 00

- 2 . 00 2 . 414
.

取 Q = 2 I ,解黎卡提方程 (19) ,得相应子系统 1和子

系统 2的正定解

P =
4 . 487 4 - 0 . 685 2

- 0 . 685 2 1 . 307 2
,

P =
1 . 230 7 - 0 . 753 4

- 0 . 753 4 0 . 968 8
.
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以此分别作为式 (20) 中 X的初值 ,利用Matlab提供

的 L MI 工具箱解优化问题 (20) , 得 K1 =

- 2 . 015 , K2 = - 1 . 098 ,相应的α3 = - 0 . 79 .

取初始值 x(0) = [4　- 4　10　3 ]T ,仿真结果

如图 1和图 2所示.

图 1　输出反馈镇定后系统状态曲线

图 2　系统开环时状态曲线

5　结 　　语
　　本文运用微分方程解的估计理论和 L MI方法 ,

根据组合系统特征 ,构造了组合系统的比较模型 ,设

计了针对具有 Lip schitze条件的非线性组合系统输

出反馈控制器的算法.该方法的特点是 ,有效地降低

了分析和计算问题的复杂度 ,使大系统的分析和设

计只需在子系统的水平上进行.需要指出的是 ,该方

法所得到的增益阵偏大.如何改进本文算法 ,获取较

小的增益 ,以及将该方法推广到具有一般非线性的

大系统的分析是尚待进一步研究的课题.
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