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摘　要 : 通过对平均强化缓冲算子 (ASBO) ,几何平均强化缓冲算子 ( GASBO) ,加权平均强化缓冲算子 ( WASBO)和

加权几何平均强化缓冲算子 (W GASBO)等的特性及各种内在关系的研究 ,明确了当序列前一部分增长 (衰减) 速度

过缓而后一部分增长 (衰减) 速度过快时 ,冲击扰动系统数据序列通过强化缓冲算子作用后 ,强化缓冲作用序列变得

比较平缓 ,从而有效地解决了在建模预测过程中常常出现的定量预测结果与定性分析结论不符的问题.
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Abstract : With the studying on the characteristics and their inter2relation of the average st rengthening buffer operator ,

geometry average st rengthening buffer operator , weigh average st rengthening buffer operator , and weigh geometry

average st rengthening buffer operator the sequence , which increases or decreases slowly in the f ront but rapidly in the

hind , becomes smooth with the st rengthening buffer operators. The problem of the disaccord between quantitative

analysis and qualitative analysis is solved effectively in modeling forecasting.
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1　引　　言
　　灰色系统理论的特点是研究小样本、贫信息不

确定性问题 ,因此充分开发利用已占有的信息来挖

掘系统本身固有的规律是灰色系统理论研究的基本

准则[ 1 ] .人们可通过社会、经济、生态等系统的行为

特征数据来寻求因素之间或因素自身的变化规律.

灰色系统理论认为 ,尽管客观系统的表象复杂 ,数据

离乱 ,但它们总有自身的整体功能 ,必然蕴藏某种内

在规律 ,关键是如何选择适当的方法去挖掘和利用

它[224 ] .文献[ 527 ]提出了冲击扰动系统和缓冲算子

的概念 ,文献[ 8 ,9 ]构造出一类实用的弱化缓冲算子

及其弱化缓冲算子的应用 ,文献 [ 10 ]提出了一种新

的弱化缓冲算子 ,文献 [ 11 ]构造出一类实用的强化

缓冲算子.

本文针对强化缓冲算子的特性及其之间的内在

关系进行研究 ,明确了当序列前一部分增长 (衰减)

速度过缓而后一部分增长 (衰减) 速度过快时 ,冲击

扰动系统数据序列通过强化缓冲算子作用后 ,在强

化缓冲算子的作用下 ,强化缓冲作用序列变得比较

平缓.因此 ,在建模预测过程中常常出现的定量预测

结果与定性分析结论不符的问题得到了有效解决.

2　强化缓冲算子
　　定义 1　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) 为系统

行为数据序列 ,且 x ( i) > 0 ,令 XD i = ( x (1) di ,

x (2) di , ⋯, x ( n) di ) , i = 1 ,2 .其中
x ( k) d1 =

( n - k + 1) ( x ( k) ) 2

[ x ( k) + x ( k + 1) + ⋯+ x ( n) ]
=

( n - k + 1) ( x ( k) ) 2 / ∑
n

i = k

x ( i) ,

x ( k) d2 =

( x ( k) ) 2

[ x ( k) 　x ( k + 1) 　⋯　x ( n) ]1/ ( n- k+1) =
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　　( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i) ]
1/ ( n- k+1)

, k = 1 ,2 , ⋯, n.

(1)

则称 D1为平均强化缓冲算子 (ASBO) , D2为几何平

均强化缓冲算子 ( GASBO) .

定义 2　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) 为系统

行为数据序列 ,且 x ( i) > 0 ,各时点的权重向量为ω

= (ω1 ,ω2 , ⋯,ωn) ,ωi ≥0 ,ωn ≠0 , k = 1 ,2 , ⋯, n.

XD i = ( x (1) di , x (2) di , ⋯, x ( n) di ) , i = 3 ,4 .其中

　 　 x ( k) d3 = ∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2 / ∑
n

i = k

ωi x ( k) ,

　 　 x ( k) d4 = ( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i ,

k = 1 ,2 , ⋯, n. (2)

则称 D3为加权平均强化缓冲算子 ( WASBO) , D4 为

加权几何平均强化缓冲算子 ( W GASBO) .

3　强化缓冲算子的性质
　　定理 1　设ω = (1 ,1 , ⋯,1) ,即ωi = 1 ,则

x ( k) d3 =

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2 / ∑
n

i = k

ωi x ( i) =

( n - k + 1) ( x ( k) ) 2 / ∑
n

i = k

x ( i) = x ( k) d1 ,

x ( k) d4 =

( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i =

( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i) ]
1/ ( n- k+1)

= x ( k) d2 . (3)

即平均强化缓冲算子 (ASBO) 是加权平均强化缓冲

算子 (WASBO) 的特例 ,几何平均强化缓冲算子

( GASBO) 是 加 权 几 何 平 均 强 化 缓 冲 算 子

( W GASBO) 的特例.

定理 2　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) 为系统

行为数据序列 ,且 x ( i) > 0 ,则

( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i) ]
1/ ( n- k+1)

=

x ( k) d2 ≥ x ( k) d1 =

( n - k + 1) ( x ( k) ) 2 / ∑
n

i = k

x ( i) ,

k = 1 ,2 , ⋯, n. (4)

所有等式成立当且仅当 x (1) = x (2) = ⋯= x ( n) ,

即序列为常数序列.

证明　直接利用算术平均数与几何平均数的不

等式关系 ,可知定理 2结论成立. □

定理 3　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) ,且 x ( i)

> 0 ,ω= (ω1 ,ω2 , ⋯,ωn )和ω′= (ω′1 ,ω′2 , ⋯,ω′n )为

权向量 ,其中ωk > 0 ,ωn ≠0 ,ω′n > 0 ,ω′n ≠0 , k = 1 , 2 ,

⋯, n.若ωi /ωi - 1 ≥ω′i /ω′i - 1 ,即ωiω′i - 1 ≥ωi - 1ω′i , i = 2 ,

3 , ⋯, n ,则有 :

1) X为单调增长序列时 ,有

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

≤
∑

n

i = k

ω′i ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ω′i x ( i)

; (5)

　　2) X为单调衰减序列时 ,有

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

≥
∑

n

i = k

ω′i ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ω′i x ( i)

. (6)

　　证明 　因为

∑
n

i = k

ω′i ∑
n

i = k

ωi x ( i) - ∑
n

i = k

ωi∑
n

i = k

ω′i x ( i) =

ω′kωk x ( k) +ω′kωk+1 x ( k + 1) + ⋯+

ω′kωn x ( n) +ω′k+1ωk x ( k) +ω′k+1ωk+1 x ( k + 1) +

⋯+ω′k+1ωn x ( n) + ⋯+ω′nωk x ( k) +

ω′nωk+1 x ( k + 1) + ⋯+ω′nωn x ( n) -

[ωkω′k x ( k) +ωkω′k+1 x ( k + 1) + ⋯+

ωkω′n x ( n) +ωk+1ω′k x ( k) +ωk+1ω′k+1 x ( k + 1) +

⋯+ωk+1ω′n x ( n) + ⋯+ωnω′k x ( k) +

ωnω′k+1 x ( k + 1) + ⋯+ωnω′n x ( n) ] =

(1 ,1 , ⋯,1)

ω′kωk ⋯ ω′kωn

ω′k+1ωk ⋯ ω′k+1ωn

… …

ω′nωk ⋯ ω′nωn

x (1)

x (2)

…

x ( n)

-

(1 ,1 , ⋯,1)

ωkω′k ⋯ ωkω′n

ωk+1ω′k ⋯ ωk+1ω′n

… …

ωnω′k ⋯ ωnω′n

x (1)

x (2)

…

x ( n)

=

(1 ,1 , ⋯,1)

ω′kωk - ωkω′k

ω′k+1ωk - ωk+1ω′k

…

ω′nωk - ωnω′k

→

←

⋯ ω′kωn - ωkω′n

⋯ ω′k+1ωn - ωk+1ω′n

…

⋯ ω′nωn - ωnω′n

x (1)

x (2)

…

x ( n)

=

(1 ,1 , ⋯,1)

0

- (ω′kωk+1 - ωkω′k+1 )

…

- (ω′kωn - ωkω′n)

→

137
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　　←

⋯ ω′kωn - ωkω′n

⋯ ω′k+1ωn - ωk+1ω′n

…

⋯ 0

x (1)

x (2)

…

x ( n)

=

　　∑
n

j = i+1
∑

n

i = k

[ (ω′iωj - ωiω′j ) x ( j) -

　　(ω′jωi - ωjω′i ) x ( i) ] =

　　∑
n

j = i+1
∑

n

i = k

[ (ω′iωj - ωiω′j ) ( x ( j) - x ( i) ) ]. (7)

由于ωi /ωi - 1 ≥ω′i /ω′i - 1 , i = 2 ,3 , ⋯, n ,有

ωj ≥ω′jωj - 1 /ω′j - 1 ,ωj - 1 ≥ωj - 2ω′j - 1 /ω′j - 2 ,

故有

ωj ≥ω′jωj - 2 /ω′j - 2 ≥ω′jωj - 3 /ω′j - 3 ≥⋯,

因而

ωj ≥ω′jωi /ω′i , j > i ,

则得

ω′iωj - ωiω′j ≥0 , j > i.

因此 :

1) 当 X为单调增长序列时 ,有

x ( j) - x ( i) ≥0 , j > i.

由式 (7) 知

∑
n

i = k

ω′i ∑
n

i = k

ωi x ( i) - ∑
n

i = k

ωi∑
n

i = k

ω′i x ( i) ≥0 ,

故

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

≤
∑

n

i = k

ω′i ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ω′i x ( i)

;

　　2) 当 X为单调衰减序列时 ,有

x ( j) - x ( i) ≤0 , j > i.

由式 (7) 知

∑
n

i = k

ω′i ∑
n

i = k

ωi x ( i) - ∑
n

i = k

ωi∑
n

i = k

ω′i x ( i) ≤0 ,

故

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

≥
∑

n

i = k

ω′i ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ω′i x ( i)

. □

　　引理 1[12 ] 　设 f 为定义在某一简单区间 I上的

一元凸函数 , 在 I 上的 n 点为 ( x (1) , x (2) , ⋯,

x ( n) ) ,则有如下不等式成立 :

f (∑
n

i = k

αi ( x ( i) ) ≤∑
n

i = k

αi f ( x ( i) ) . (8)

其中 :α1 ,α2 , ⋯,αn ≥0 ,且∑
n

i = k

αi = 1 ; x (1) , x (2) , ⋯,

x ( n) ∈ I , n = 2 ,3 , ⋯.

定理 4　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) 为非负

的系统行为数据序列 , D3 为加权平均强化缓冲算子
(WASBO) , D4 为加权几何平均强化缓冲算子
(W GASBO) ,各时点的权重为ω = (ω1 ,ω2 , ⋯,ωn) ,

ωk ≥0 ,ωn ≠0 , k = 1 ,2 , ⋯, n.则

x ( k) d3 = ∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2 / ∑
n

i = k

ωi x ( i) ≤

( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i =

x ( k) d4 , k = 1 ,2 , ⋯, n. (9)

所有等式成立当且仅当 x (1) = x (2) = ⋯= x ( n) ,

即序列为常数序列.

证明 　令 f ( x) = - log ( x) , 由于 f ( x) =

- log ( x) 在 I = (0 , + ∞) 上是严格凸函数 ,由引理

1知

- log ( [∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i ) =

- log (∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ) / ∑
n

i = k

ωi =

- ∑
n

i = k

log ( x ( i)
ω

i ) / ∑
n

i = k

ωi =

- ∑
n

i = k
[log ( x ( i)

ω
i ) / ∑

n

i = k

ωi ] ≤

- log[∑
n

i = k
( x ( i)
ω

i / ∑
n

i = k

ωi) ] ,

log[ [∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i

] ≥log[∑
n

i = k

ωi x ( i)

∑
n

i = k

ωi

] .

由于 y = log ( x) 是单调递增函数 ,有

1

∑
n

i = k

ωi

∑
n

i = k

ωi x ( i) ≥[∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i ,

故

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2 / ∑
n

i = k

ωi x ( i) ≤

( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i . □

　　由定理 4可以看出 ,对同一序列进行缓冲算子

运算 ,对应于同一分量上的生成象加权平均强化缓

冲算子象小于加权几何平均强化缓冲算子象.

定理 5 　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) ,且 x

( i) > 0 ,ω= (ω1 ,ω2 , ⋯,ωn ) ,ωk ≥0 ,ωn ≠0 ,ω′= (ω′1 ,

ω′2 , ⋯,ω′n ) ,ω′k ≥0 ,ω′n ≠0 为权向量.若ωi /ωi - 1 ≥
ω′i /ω′i - 1 ,即ωiω′i - 1 ≥ωi - 1ω′i , i = 2 ,3 , ⋯, n ,则 :

1) X为单调增长序列时 ,有
( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i

≤
( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω′i ]

1/ ∑
n

i = k

ω′i

; (10)

237
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　　2) X为单调衰减序列时 ,有

( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i

≥
( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω′i ]

1/ ∑
n

i = k

ω′i

. (11)

　　证明 　对所要证明的公式两边取对数后 ,证明

与定理 3类似 ,此略. □

定理 6　设 X = ( x (1) , x (2) , ⋯, x ( n) ) , 且

x ( i) > 0 ,ω = (ω1 ,ω2 , ⋯,ωn) ,ωk ≥0 ,ωn ≠0 ,ω′=

(ω′1 ,ω′2 , ⋯,ω′n) ,ω′k ≥0 ,ω′n ≠0 为权向量. 若
ωi /ωi- 1 ≥ω′i /ω′i - 1 ,即ωiω′i - 1 ≥ωi- 1ω′i , i = 2 ,3 , ⋯, n ,

则 :

1) X为单调增长序列时 ,有

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

≤ ( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i ≤

( x ( k) ) 2 / [∏
n

i = k

x ( i)
ω′i ]

1/ ∑
n

i = k

ω′i , (12)

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

≤
∑

n

i = k

ω′i ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ω′i x ( i)

≤

( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω′i ]

1/ ∑
n

i = k

ω′i

. (13)

　　2) X为单调衰减序列时 ,有

( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i

≥
( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω′i ]

1/ ∑
n

i = k

ω′i

≥

∑
n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

, (14)

( x ( k) ) 2

[∏
n

i = k

x ( i)
ω

i ]
1/ ∑

n

i = k

ω
i

≥
∑

n

i = k

ωi ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ωi x ( i)

≥

∑
n

i = k

ω′i ( x ( k) ) 2

∑
n

i = k

ω′i x ( i)

. (15)

　　证明 　由定理 3～定理 5可知结论成立. □

从以上讨论可知 ,单调增长序列在强化缓冲算

子作用下数据萎缩 ,单调衰减序列在强化缓冲算子

作用下数据膨胀.因为在缓冲算子作用时 ,必须满足

不动点公理 ,即 x ( n) d = x ( n) ,因此在强化缓冲算

子作用下 ,强化缓冲作用序列的衰减速度比原始序

列的衰减速度减缓.同理 ,对于单调增长序列 ,在强

化缓冲算子作用下 ,强化缓冲作用序列的增长速度

比原始序列的增长速度减缓.因此 ,当原始数据序列

前一部分增长 (衰减) 速度过缓 ,而后一部分增长

(衰减) 速度过快时 ,可利用强化缓冲算子对这一类

序列进行作用.要使它强化速度快一些 ,可使用加权

几何平均强化缓冲算子 (W GASBO) ;要使它强化速

度缓一些 , 可使用加权平均强化缓冲算子

( GASBO) .在同一类算子中 ,可根据各时期的不同

权重进行适当调整强化速度.

4　实 　　例
　　某企业新开发一种新产品 ,它的月销售额如表

1所示[11 ] .

表 1　新产品月销售额 万元 　

月份 1 2 3 4 5 6 7

销售额 60 . 8 62 . 6 65 . 7 70 . 4 77 . 4 86 . 7 96 . 8

　　由表 1可以计算出该企业各月销售额增长率分

别为

2 . 96 % ,4 . 95 % ,7 . 12 % ,

9 . 94 % ,12 . 01 % ,11 . 65 %.

由此可以看出 ,原始数据序列前半部分增长速度比

后半部分增长过缓 ,因而可利用强化缓冲算子对原

始数据序列进行作用来有效地消除原始序列冲击扰

动因素的干扰.

本文用前 6个月的销售额来模拟 7月份的销售

额 ,预测 8 月份的销售额 ,从中检测模型的模拟精

度.首先利用原始数据建立灰色 GM (1 ,1) 模型进行

预测[2 ,13 ] ,得到灰色 GM (1 ,1) 预测模型

x̂ ( k + 1) = 695 . 879e0 . 084 k - 635 . 07 ,

预测结果为

x̂ (7) = 92 . 6 , x̂ (8) = 100 . 7 .

　　如果将原始数据序列首先用平均强化缓冲算

子作用 ,然后建立灰色 GM (1 ,1) 模型进行预测 ,得

x̂ ( k + 1) = 385 . 23e0 . 1248 k - 332 . 83 ,

预测结果为

x̂ (7) = 95 . 8 , x̂ (8) = 108 . 3 .

　　若将原始数据序列首先用加权平均强化缓冲

算子 ( WASBO) 作用 ,并取ω= (1 ,2 , ⋯, n) ,然后建

立灰色 GM (1 ,1) 模型进行预测 ,得

x̂ ( k + 1) = 342 . 12e0 . 1347 k - 292 . 73 ,

预测结果为

x̂ (7) = 96 . 7 , x̂ (8) = 110 . 66 .

　　利用原始序列直接建立灰色 GM (1 ,1) 模型预

测 ,所得模型的相对误差为 4 . 34 %;如果先用平均

强化缓冲算子作用 ,然后再建立灰色 GM (1 ,1) 模型

预测 ,所得模型的相对误差为 1 . 03 %;如果先用加
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权平均强化缓冲算子 (WASBO) 作用 ,并取ω = (1 ,

2 , ⋯, n) ,然后再建立灰色 GM (1 ,1) 模型预测 ,所得

模型的相对误差为 0 . 01 %. 由此可以看出 ,利用强

化缓冲算子对原始序列进行作用后 ,预测精度明显

提高 ,而且比较符合实际情况.因此 ,当原始数据序

列前一部分增长 (衰减) 速度过缓 ,而后一部分增长

(衰减) 速度过快时 ,应利用强化缓冲算子对序列进

行作用.如果要使它强化速度快一些 ,则使用加权几

何平均强化缓冲算子 (W GASBO) ;如果想使它强化

速度缓一些 , 则使用加权平均强化缓冲算子

( GASBO) .在同一类算子中 ,可根据各时期的不同

权重进行适当调整强化速度 ,根据具体问题 ,分析选

用适当的强化缓冲算子对序列进行作用.

5　结 　　语
　　本文研究了平均强化缓冲算子 ( ASBO) ,几何

平均强化缓冲算子 ( GASBO) ,加权平均强化缓冲算

子 ( WASBO ) 和加权几何平均强化缓冲算子

(W GASBO)的一些特性及它们之间的内在关系 ,从

而明确了强化缓冲算子为解决序列前一部分增长

(衰减)过缓而后一部分增长 (衰减)过快的扰动数据

序列提供了一种新的方法和途径.
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