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垂直起降飞机的全局轨迹跟踪控制
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摘　要 : 研究垂直起降飞机在任意输入耦合作用下的轨迹跟踪控制问题.垂直起降飞机是具有 3个自由度、2个控制

输入的欠驱动系统.首先通过控制输入和坐标变换 ,使飞机的动力学方程变换成严格反馈形式 ;然后基于后推法的思

想推导出保证系统渐近收敛于参考轨迹的时变反馈控制规律 .该方法将系统分解为低阶子系统来处理 ,利用中间虚

拟控制变量和部分 Lyapunov函数简化了控制器的设计.仿真结果表明所设计的控制器是有效的.
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Abstract : The t rajectory t racking control of a vertical take off and landing (V TOL) aircraf t under any input coupling

is considered. V TOL aircraf t is an underactuated system with three degrees of f reedom and two control inputs. By

controlling input t ransformations , motion equations of the system are t ransformed into st rict feedback form. A time2
varying feedback control law is developed to force the aircraf t system to asymptotically t rack a reference t rajectory.

The control development is based on the backstepping technique. The nonlinear system is broken down into low

dimensional systems and the controller design is simplified by using virtual control imputs and partial Lyapunov

functions. Simulation result s show the effectiveness of the proposed control law.

Key words : Underactuated ; V TOL aircraft ; Backstepping ; Trajectory t racking

1　引　　言
　　垂直起降 (V TOL)飞机在未来战争中占有重要

位置 ,因而受到人们的极大关注.但 V TOL 飞机是

具有 3个自由度、2个控制输入的欠驱动系统 ,这给

其控制研究带来很大困难.已有的文献[123 ]一般是通

过近似输入2输出线性化方法来研究该系统的稳定
性、位置控制以及输出跟踪问题 ,但在设计控制器

时 ,都忽略了滚动力矩和横向加速度之间的耦合.而

实际中 ,这些耦合是不可忽略的.文献 [ 426 ]在考虑

耦合的前提下 ,通过坐标变换 ,采用 L yap unov直接

法设计出使飞机渐近稳定跟踪参考轨迹的控制器.

Olfati2Saber [7 ]通过坐标变换将系统的二阶子系统

进行解耦 ,比较方便地研究了飞机的稳定性及其他

控制问题. Maggiore[8 ]研究了存在有界、不确定性干

扰时 ,飞行器系统的稳定性问题.随着研究的深入 ,

人们给出了无人驾驶的 V TOL 飞机的设计规范[9 ] .

　　本文通过坐标和输入变换 ,将系统动力学方程

变成一个严格反馈非线性系统 ,并利用目前流行的

后推法[ 10 ] ,设计了保证系统渐近收敛于给定轨迹的

时变反馈控制规律的控制器.最后利用仿真结果证

明了该控制器的有效性.

2　VTOL飞机简化动力学模型
　　研究如图 1所示的在 ( x , y) 平面运动的 V TOL

飞机.该系统具有 3 个自由度 ,却只有 2 个控制输

入 ,是一个典型的欠驱动系统.设状态变量是飞行器

质心的 x , y位置和相对于 x轴的角度θ.相应的速度

分别为 Ûx , Ûy ,θ
·
.控制输入 u1 , u2 是推力 (直接从飞机

的底部推动) 和滚动力矩. 根据文献 [2 ] , V TOL 飞

机的简化动力学模型可表示为
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ẍ = - u1 sinθ+ eu2 cosθ,

ÿ = u1 cosθ+ eu2 sinθ- g ,

θ̈ = u2 .

(1)

式中 :g > 0是重力加速度 , e是刻画滚动力矩和横向

加速度关系的系数.注意 , e > 0 表示应用一个正力

矩向左滚动 ,产生了一个向右的加速度 ;反之则产生

一个向左的加速度.以前的研究主要考虑 e很小 (弱

耦合) 或者不存在的条件下 V TOL 飞机的控制问

题 ,而本文则考虑对任意 e ≠0的控制研究.

图 1　VTOL飞机坐标示意图

3　动力学方程变换
　　后推法实际上是一种由前往后递推的设计方

法 ,因此该方法要求系统结构为严格反馈非线性系

统 ,或经过变换可化为该种类型的非线性系统.为此

需要对式 (1) 进行适当变换.

　　将可逆的控制输入变换

u1

eu2

=
- sinθ cosθ

cosθ sinθ

ω1

ω2

(2)

代入式 (1) ,得

ẍ =ω1 , ÿ =ω2 - g ,

eθ̈ =ω1 cosθ+ω2 sinθ,
(3)

式中ω1 和ω2 是新的控制输入.再令

x c = x - esinθ, yc = y + ecosθ,

ω1 = ( v1 - e Ûθ2 ) sinθ+ ev2 cosθ,

ω2 = - ( v1 - e Ûθ2 ) cosθ+ ev2 sinθ. (4)

将上面的坐标以及输入变换代入式 (3) 得

ẍ c = v1 sinθ, ÿ c = - v1 cosθ- g ,θ̈ = v2 . (5)

最后设

x1 = xc , x2 = yc , x3 = tanθ,

v1 = f 1 secθ, v2 = f 2 cos2θ- 2Ûθ2 tanθ, (6)

式中 |θ| <π/ 2 .则式 (5) 可进一步变为

ẍ1 = x3 f 1 , ẍ2 = - f 1 - g , ẍ3 = f 2 , (7)

式中 f 1 和 f 2 是新的控制输入.

　　令 y = ( y1 , y2 , y3 , y4 , y5 , y6 ) T 且

y1 = x2 , y2 = Ûx2 , y3 = x1 ,

y4 = Ûx1 , y5 = x3 , y6 = Ûx3 . (8)

则式 (7) 变成

Ûy1 = y2 , Ûy2 = - f 1 - g , Ûy3 = y4 ,

Ûy4 = y5 f 1 , Ûy5 = y6 , Ûy6 = f 2 . (9)

4　轨迹跟踪问题描述
　　令 yd = ( y1 d , y2 d , y3 d , y4 d , y5 d , y6 d ) T 为需要跟

踪的轨迹矢量 ,且分别由下面方程产生 :

Ûy1 d = y2 d , Ûy2 d = - f 1 d - g , Ûy3 d = y4 d ,

Ûy4 d = y5 d f 1 d , Ûy5 d = y6 d , Ûy6 d = f 2 d . (10)

式中 : f d = ( f 1 d , f 2 d ) T ( f 1 d ≠0) 为连续、时变、有界

的参考控制输入 ;跟踪误差矢量可表示为 ye = y -

yd .对误差矢量求导得到如下两个子系统 :

Σ1 :
Ûy1e = y2e ,

Ûy2e = - ( f 1 - f 1 d ) ;

Σ2 :

Ûy3e = y4e ,

Ûy4e = y5e f 1 + y5 d ( f 1 - f 1 d ) ,

Ûy5e = y6e ,

Ûy6e = f 2 - f 2 d .

(11)

于是 , V TOL 飞机的轨迹跟踪问题为 :在初始跟踪

误差 ye (0) = y(0) - yd (0) 下 ,设计适当的连续时变

状态反馈控制器 f 1 = f 1 ( t , y) , f 2 = f 2 ( t , y) , 使飞

行器系统稳定地沿着设定的轨迹 (10) 运动.

5　非线性跟踪控制
5 . 1　控制器设计

　　本文希望获得一个使得非线性系统 (11) 渐近

稳定的控制规律.

　　显然式 (11) 中的Σ1 是一个线性可控子系统 ,

故通过控制规律

f 1 = f 1 d + k1 ( y2e + k2 y1e) + k2 y2e (12)

就能使 y1e →0 , y2e →0 ( t →+ ∞) .式中 k1 > k2 > 0

是常数控制增益.

　　将式 (12) 代入子系统Σ1 得

f 1 = f 1 d + Ck1 e - k1 t - Ck2 e - k2 t . (13)

式中

Ck1 =
k2

1 k2 y1e (0) + k2
1 y2e (0)

k1 - k2
,

Ck2 =
k2

2 k1 y1e (0) + k2
2 y2e (0)

k1 - k2
.

(14)

但在子系统Σ2 稳定趋近于原点之前 ,如果 f 1 = 0 ,

则Σ2 子系统中控制输入 f 2 就成为奇异的.因此在

子系统Σ2 的控制器设计过程中 ,需注意避免出现这

个问题.

　　根据式 (11) 中Σ2 子系统的具体形式 ,下面采

用后推法推导出使其渐近稳定的控制规律 f 2 .

　　首先利用虚拟控制 ,定义 4个误差变量

ξ1 = y3e ,

ξ2 = y4e - α1 ( y3e) ,

ξ3 = y5e - α2 ( y3e , y4e) ,

ξ4 = y6e - α3 ( y3e , y4e , y5e) ,

(15)
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式中α1 ,α2 和α3 为待定的虚拟控制.下面在每一步

构造一个李雅普诺夫函数 ,使得每一状态分量具有

适当的渐近特性.式 (15) 本质上为一微分同胚 ,因

此为镇定原系统Σ2 ,只需要镇定原系统状态与虚拟

反馈间的误差即可.

　　第 1步 :对ξ1 关于时间求导一次得

Ûξ1 = y4e = - k3ξ1 + k3 y3e + y4e , (16)

式中 k3 > k1 > 0为增益常数.取α1 = - k3 y3e ,并定

义 V 1 =
1
2
ξ21 ,则

Ûξ1 = - k3ξ1 +ξ2 ,

Ûξ2 = y5e f 1 + y5 d ( f 1 - f 1 d ) - Ûα1 ,

ÛV 1 = - k3ξ21 +ξ1ξ2 .

(17)

显然 ,如果ξ2 = 0 ,则由式 (17) 知ξ1 →0 ( t →+ ∞) .

但一般ξ2 ≠0 ,为此 ,在下一步设计中引入虚拟控制
α2 ,使得其误差ξ2 具有期望的渐近性态.

　　第 2步 :定义 V 2 = V 1 +
1
2
ξ22 ,取

α2 = [Ûα1 - ξ1 - k4ξ2 - y5 d ( f 1 - f 1 d ) ]/ f 1 ,

式中 k4 > k1 > 0为增益常数.则

Ûξ1 = - k3ξ1 +ξ2 ,

Ûξ2 = - ξ1 - k4ξ2 + f 1ξ3 ,

Ûξ3 = y6e - Ûα2 ,

ÛV 2 = - k3ξ21 - k4ξ22 + f 1ξ2ξ3 .

(18)

如果ξ3 = 0 ,则由式 (18) 知ξ1 ,ξ2 →0 ( t →+ ∞) .但

一般ξ3 ≠0 ,因此在下一步引入虚拟控制α3 ,使误差
ξ3 具有期望的渐近性态.

　　第 3步 :取α3 = Ûα2 -ξ2 f 1 - k5ξ3 ,并定义 V 3 =

V 2 +
1
2
ξ23 ,式中 k5 > k1 > 0为增益常数.则

Ûξ1 = - k3ξ1 +ξ2 ,

Ûξ2 = - ξ1 - k4ξ2 + f 1ξ3 ,

Ûξ3 = - f 1ξ2 - k5ξ3 +ξ4 ,

Ûξ4 = f 2 - f 2 d - Ûα3 ,

ÛV 3 = - k3ξ21 - k4ξ22 - k5ξ23 +ξ3ξ4 .

(19)

如果ξ4 = 0 ,则由式 (19) 知ξ1 ,ξ2 ,ξ3 →0 ( t →+ ∞) .

一般ξ4 ≠0 ,可以通过选取适当的控制 f 2 使误差ξ4

具有期望的渐近性态.为此进行最后一步设计.

　　最后一步 :定义 V 4 = V 3 +
1
2
ξ24 ,选取反馈控制

规律 f 2 = f 2 d + Ûα3 -ξ3 - k6ξ4 ,式中 k6 > k1 > 0为

增益常数.则

Ûξ1 = - k3ξ1 +ξ2 ,

Ûξ2 = - ξ1 - k4ξ2 + f 1ξ3 ,

Ûξ3 = - f 1ξ2 - k5ξ3 +ξ4 ,

Ûξ4 = - ξ3 - k6ξ4 ,

ÛV 4 = - k3ξ21 - k4ξ22 - k5ξ23 - k6ξ24 .

(20)

由上式知ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,ξ4 →0 ( t →+ ∞) .

　　根据 f d = ( f 1 d , f 2 d ) T的有界性 ,以及 f 1 , f 2 定

义知控制规律 f 1 , f 2 是有界的 ;从第 3 节中的同胚

变换中可知输入 u1 , u2 也是有界输入.

5 . 2　稳定性分析

　　下面证明在控制规律 f 2 作用下 ,系统Σ2 在原

点的稳定性.

　　证明 　从式 (20) 显然得到

V 4 (ξ) =
1
2
‖ξ‖2 , (21)

ÛV 4 (ξ) ≤- k‖ξ‖2 , (22)

式中 :ξ = (ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,ξ4 ) T , k = min ( k3 , k4 , k5 , k6 ) .

　　根据李雅普诺夫指数稳定性定理有

‖ξ( t) ‖2 ≤e - 2 kt ‖ξ(0) ‖2 .

上式两端开平方 ,得

‖ξ( t) ‖≤λe - kt ,λ = ‖ξ(0) ‖. (23)

　　从式 (23) 得 |ξi ( t) | ≤λe - kt ( i = 1 ,2 ,3 ,4) ,即

ξ1 ,ξ2 ,ξ3 ,ξ4 指数渐近趋近于原点.于是 y3e →0 , y4e

→α1 , y5e →α2 , y6e →α3 ( t →+ ∞) .要使 y4e , y5e , y6e

→0 ( t →+ ∞) ,只需α1 ,α2 ,α3 →0 ( t →+ ∞) .

　　从 5 . 1节可以看出 ,由虚拟控制输入α1 的定义

以及 |ξi ( t) | ≤λe - kt ,α1 显然指数渐近稳定于原点 ,

因此其导数Ûα1 也是指数渐近稳定于原点的.由于 k

> k1 ,利用式 (13) 和 f 1 d在第 4节的定义 ,从α2的定

义也可以看出其显然是指数渐近稳定于原点 ,故而

其导数Ûα2 也指数渐近稳定于原点.因为Ûα2 ,ξ2 ,ξ3 指

数渐近稳定于原点 ,所以α3 也是指数渐近趋近于原

点的.这样就证明了 y3e , y4e , y5e , y6e →0 ( t →+ ∞) ,

原系统Σ2 指数渐近稳定于原点.

　　综上 ,在控制规律 f 2 = f 2 d + Ûα3 -ξ3 - k6ξ4 , f 1

= f 1 d + k1 ( y2e + k2 y1e) + k2 y2e以及给定的虚拟控制

α1 ,α2 ,α3 作用下 ,系统Σ2 ,Σ1 是指数渐近稳定的. □

6　仿真结果
　　本文对图 1所示的模型进行数值仿真 ,以验证

所设计控制器的有效性.

　　设耦合系数为 e = 1 . 0 ,增益系数 k1 = 2 , k2 =

1 , k3 = 3 , k4 = k5 = k6 = 4 , g = 10 . 0 ( ms - 2 ) .假设

参考控制输入 u1 d = 10 + sin t , u2 d = 0 ,对应的参考

轨迹为Ûx d = 1 , Ûy d = - cos t ,Ûθd = 0 , x d = t , y d = 10

- sin t ,θd = 0 . 设系统 (11) 的误差矢量初始值为

ye (0) = (1 . 5 , - 2 ,0 . 8 , - 1 . 8 , - 0 . 1 , - 0 . 329) T ,

上式单位均为国际单位.

　　数值仿真结果如图 2所示 ,其中 : (a) , (b) , (c)

表示在控制输入作用下 ,飞机实际位置轨迹收敛于

参考位置轨迹 ; (d) , (e) , (f) 表示飞机的实际速度轨

迹收敛于参考速度轨迹.图中 ,实线代表实际轨迹 ,
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虚线代表参考轨迹.由图可知 ,在本文设计的控制器

作用下 ,系统的跟踪误差能够快速收敛 ,具有良好的

全局稳定性.

图 2　实际轨迹与参考轨迹比较

7　结 　　语
　　本文对 3 个自由度、2 个控制输入的欠驱动

V TOL 飞机在具有各种耦合作用下的轨迹跟踪问

题进行了研究.采用后推法推导出保证系统渐近收

敛于给定轨迹的时变反馈控制规律.与文献[ 6 ,7 ]相

比 ,该方法不仅能使系统在任意两个位置之间运动 ,

而且能够实时跟踪给定的运动轨迹 ,控制器设计简

单、直观.同时仿真例子证明了该方法的有效性.

　　本文针对的是无干扰情况下飞机的轨迹控制问

题 ,对于存在不确定干扰的情况 ,还需进一步探讨.
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